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Résumé

Cette these est consacrée a I’étude des équations hessiennes complexes localement sur C™ et
globalement sur les variétés complexes compactes. Dans le premier chapitre, on étudie les classes
d’énergie finie de type Cegrell sur un domaine m-hyperconvexe. On résout ensuite des équations
hessiennes complexes dans ces classes avec des seconds membres ”assez singuliers” par la méthode
variationnelle. Dans le deuxieéme chapitre, on résout des équations hessiennes complexes dégénérées
sur des variétés kdhlériennes compactes, avec un second membre dans LP. Le troisieme chapitre
est consacré a I'approche par la méthode de la viscosité. C’est une méthode assez efficace pour
résoudre des équations elliptiques dégénérées réelles du second ordre. Elle a été récemment utilisée
dans le cas complexe. Elle nous permet d’obtenir un nouveau résultat d’existence et d’unicité dans
le cas des variétés hermitiennes compactes homogenes.

Mots-clefs

Variété kdhlérienne compacte, Variété homogene, Fonctions (w, m)-sousharmoniques, Opérateur
hessien, Capacité, Estimée a priori, Classes de Cegrell, Solutions de viscosité, Principe de compa-
raison, Sup-convolution, inf-convolution.
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Chapitre 0

Introduction

Cette these s’inscrit dans un programme de recherche sur des équations hessiennes complexes
sur les variétés hermitiennes compactes. Il s’agit de la fonction symétrique élémentaire de degré
1 < m < n des valeurs propres d’une (1,1)-forme par rapport & la forme kihlérienne w donnée (ot
n est la dimension complexe de la variété). Le cas m = 1 correspond aux équations de Poisson qui
sont classiques. Le cas m = n correspond aux équations de Monge-Ampere complexes qui ont été
étudiées intensivement ces derniéres années avec des applications en géométrie kihlérienne (voir
[Y78, Kol98, B103, GZ05, BBGZ09, EGZ09, EGZ11], etc...).

Contrairement aux équations de Monge-Ampere complexes, ou les valeurs propres de la forme
sont positives, les équations hessiennes complexes sont plus difficiles & manipuler. Les fonctions m-
sousharmoniques (m-sh) ne possedent pas de jolies propriétés de valeurs moyennes. Elles ne sont
pas invariantes par les applications holomorphes. Les fonctions (w, m)-sousharmoniques ((w, m)-sh)
ne sont pas invariantes par translation dans une carte locale.

Les équations hessiennes réelles ont ét étudiées intensivement ces derniéres années avec de nom-
breuses applications (voir [W09] et ses références). Les équations hessiennes complexes sont inti-
mement liées aux équations de Monge-Ampere quaternioniques sur les variétés hyperkéhlériennes
compactes (voir [AV10]).

Li [Li04] a résolu le probleme de Dirichlet non-dégénéré (avec des données lisses en cherchant
des solutions lisses) pour I’équation hessienne complexe sur un domaine lisse borné de C™ dont le
bord est strictement (m-1)-pseudoconvexe. Blocki [Bl05] a développé les premiers éléments d’une
théorie du potentiel locale pour ’équation hessienne sur un ouvert de C™ analogue a celle de
Bedford-Taylor [BT76].

Suivant une suggestion de Blocki [BI05], il est naturel d’étudier I’équation hessienne complexe
sur des variétés kdhlériennes compactes.

Hou [HO09] et Jbilou [Jb10] 'ont résolu indépendamment en supposant que la variété am-
biante est & courbure bisectionnelle holomorphe non négative. Lors de la tentative de Hou-Ma-Wu
[HMW10] d’enlever cette hypotheése, une estimée a priori C2 a été établie. Ce résultat n’entraine pas
directement la résolution mais il permet de ramener le probléme a un théoréeme de type Liouville
pour les fonctions m-sousharmoniques maximales bornées sur C"* par un argument d’éclatement
classique dii & Chen [Ch00]. Ce théoréme de type Liouville a été trés récemment démontré par Di-
new et Kolodziej [DK12], ce qui permet de résoudre I’équation hessienne complexe non-dégénérée
sans hypothese de courbure.
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Cette these a un triple objectif :

- Développer une théorie du potentiel pour 'opérateur hessien complexe aussi bien au niveau
local i.e. sur un domaine borné de C™ qu’au niveau global i.e. sur une variété kéhlerienne compacte.

- Appliquer cette théorie a la résolution des équations hessiennes complexes dégénérées dans
chacun de ces deux cas.

- Appliquer les méthodes de viscosité aux équations hessiennes complexes dégénérées pour ob-
tenir des solutions faibles dans chacun de ces deux cas. Cela nous permet de montrer en particulier
que sur certaines variétés hermitiennes compactes homogenes (non nécessairement kihleriennes) il
y a un principe de comparaison global qui assure I'existence et I'unicité de la solution de ’équation
hessienne complexe au sens de la viscosité.

Les résultats essentiels obtenus sont résumés dans ce qui suit.
Equations Hessiennes complexes sur C"

Dans le premier chapitre de cette thése, on développe suivant Blocki [Bl05] une théorie du
potentiel locale pour les fonctions m-sousharmoniques (m-sh en abrégé). L’opérateur hessien com-
plexe

Hp () = (dd®p)™ A "7,

ou [ est la forme kéhlerienne standard de C", est bien-définie si ¢ est m-sh localement bornée.
On montre, en adaptant les idées de Bedford-Taylor [BT76], que cet opérateur est continue pour
les suites décroissantes et également pour les suites convergeant en m-capacité. On en déduit le
principe de comparaison pour les fonctions m-sh localement bornées. Ensuite, on étudie les classes
d’énergie finie de type Cegrell sur un domaine 2 € C™ m-hyperconvexe de C".

On définit d’abord la classe £2,() des "fonctions tests” pour cette théorie. C'est la classe des
fonctions m-sh ¢ négatives et bornées, nulles au bord et telles que fﬂ H,,(¢) < +00. Pour chaque
exposant p > 0, on désigne EP (2),p > 0, Pensemble des fonctions ¢ m-sh négatives pour lesquelles
lopérateur hessien complexe est bien défini et vérifie

ep(p) = / (— @) Hon(9) < +00.

On résout les équations hessiennes complexes dans un domaine m-hyperconvexe avec des se-
conds membres assez singuliers par la méthode variationnelle. L’idée de cette méthode est de
considérer la fonctionnelle dont ’équation hessienne considérée est I’équation d’Euler-Lagrange et
de la minimiser sur un ensemble compact de fonctions m-sh convenable. On montre ensuite que
ce point minimum est la solution cherchée. Ces résultats sont des généralisations directes de ceux
de la théorie du pluripotentiel [Ceg98, Ceg04, ACC10]. On résume ici le résultat essentiel de ce
chapitre :

Théoréme 0.0.1. Soit ;1 une mesure de Radon positive sur Q2 et p > 0. Alors EF, (1) C LP(2, u)
si et seulement si il existe une unique @ € EF (Q) telle que Hp,(¢) = .

Remarquons tout d’abord que 'inclusion &P, (£2) C LP(Q, ) se traduit de maniére quantitative
par l'inégalité & priori suivante : il existe une constante C' > 0 telle que

(0.0.1) /Q (—u)Pdp < Cep(u)™5, Vu € E2 ().

11 est facile de voir que dans ce cas l'inégalité (0.0.1) est alors vérifiée pour toutes les fonctions

u € &P () par approximation.

Le fait que P’estimation (0.0.1) soit vérifiée lorsque p est de la forme u = Hy, (@) avec ¢ € EE ()
se fait facilement par une intégration par parties.

Pour démontrer la réciproque, on procede en plusieurs étapes.
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Observons d’bord qu’en prenant une suite d’exhaustive de compacts de €2, on peut supposer
sans perte de généralité que p est & support compact dans K € Q. On notera LP(u) = LP(Q, ).

Etape 1 : On résout I'équation H,,(p) = p dans EL (Q), lorsque g vérifie la condition £, ()
L'(w).

On considere, pour chaque constante A > 1, 'ensemble N4 des mesures finies & support dans
K vérifiant la condition suivante :

2

(0.0.2) /(fu)2 dv < Aej(u)™+1 pour toute u € £2 ().
Q

1.1 : On décompose p sous la forme = g.v, ot v € Na, v(Q) =1, et g € L' (v), A > 1 étant une
constante convenable.

En effet, avec A une constante convenable, 'ensemble des mesures probabilités dans A4 est un
compact convexe non vide de I’espace des mesures probabilités sur 2. Comme p ne charge pas les
ensembles m-polaires, en appliquant un théoréme de Radon-Nikodym généralisé ([Rai69], [Ceg98]),
on peut démontrer que u s’écrit sous la forme u = gv, ott g € L' (v) et v € Ny, A > 0 étant une
constante assez grande mais fixée.

1.2 : On résout 'équation H,,(u) = v, avec u € &} () lorsque v € Ny.

On souhaite appliquer ici la méthode variationnelle en s’inspirant de [BBGZ09]. L’idée est
d’introduire la fonctionnelle d’énergie F,, : £} () — R définie par

1
e
m+1

Fo(u) =

1(u)+/9udl/, e1(u) :/Q(—U)Hm(u),

pour laquelle I’équation d’Euler-Lagrange est précisément I’équation hessienne complexe H,,(u) =
1 au sens faible sur Q.
Le but est alors de minimiser cette fonctionnelle sur I'espace £}, () et de montrer que la fonction
u € EL(Q) qui la minimise vérifie équation H,, (u) = v.

En effet, soit (uj) C &, (£2) une suite minimisante i.e. telle que

h;n Fo(uj) = veisgf(SZ) Fu(v) <0.

L’hypothese (0.0.2) entraine alors que sup, ej(u;) < +o0o. Par (0.0.2), la suite (u;) est bornée
dans L?(v). Comme v ne charge pas les ensembles m-polaires, on peut démontrer qu’il existe une
sous-suite (encore notée (u;)) telle que (u;) converge vers u € £ () au sens des distributions et
telle que fQ u;dy — fQ udv. L’inégalité

Hm inf 7y (uy) = Hminf Z=ea(ug) + lim | wydv 2 2=

e1(u) + /Q udv = F, (u)

montre que le minimum de F,, sur £} (Q) est atteint en u.
Soit maintenant v € £9 (2) N C(2). Pour chaque t € R, la fonction P(u + tv), définie par

P(u+tv) =sup{w € £(Q) / w < u+tv}

appartient & £ (Q). On considére cette projection car lorsque ¢ < 0 la fonction u + tv n’est pas
dans la classe £, (Q) en général.
Un point clé de cette étape est de démontrer que la fonction

g(t) == mi— 161(P(u +tv)) + /Q(u + tv)dv
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est dérivable en 0 et que

q'(0) = —/Q vH (u) + /Q vdv.

Comme P(u+tv) < u+tv, on a g(t) > F,(Plu+tv)) > F,(u) = g(0), Vt € R. Il en résulte que
g atteint son minimum au point 0 et donc ¢’(0) = 0. Ce qui donne 'égalité [, vH,,(u) = [,vdv
et donc H,,(u) = v au sens des mesures puisque v € £9,(2) NC(Q) est arbitraire.

1.3 : On résout I'équation H,,(p) = p dans £} (Q), lorsque p vérifie la condition &L, () € L (u).
En effet d’apres Iétape 1.1, la mesure p s’écrit p = g - v avec v € Na et g € L(v). Alors pour
chaque j > 0 fixé, la mesure tronquée

vj :=min(g,j) v

vérifie I'inégalité v; < jr au sens des mesures et donc v; € Nj4. D’apres Pétape 1.1, il existe
;€ EL(Q) telle que

Hin(p5) = v;j.
Comme la suite (v;) croit, d’apres le principe de comparaison la suite (;) décroit vers une fonction

© € SHn, ().
L’inégalité (0.0.1) s’applique avec p = 1 pour donner

1

e1(p;) = / (—pi) () < / (—p3)dp < Cex ()7,

ce qui implique que
m—+1

e1(p;) <C .

On conclut que sup; ep(pj) < 400, et donc ¢ € &} (). Par continuité de 'opérateur hessien H,,
pour les suites décroissantes, on en déduit que Hp,(¢) = p.

Etape 2 : On décompose p = f.H,, (1), avec ¢ € E9,(Q) et f € L' (Hyn (1))

D’apres 'étape 1.2 et I'étape 1.1, u s’écrit sous la forme
p=gH,(u), ot u €& (Q), 0< g€ L'(Hy(u)) et supp(Hp,(u)) = K € Q.

On construit une fonction v € €9, () telle que v = (—u)~! — C; < 0 dans un petit voisinage de K
(C1 > 0 est une constante). Alors (—u) ™2™ H,, (u) < Hy,(v).

La mesure \ := (—u)~ 2" H,,(u) vérifie £} () C L1()\) car par intégration par parties, on a pour
tout w € EL(Q),

/(—w)d)\ < /(—w)Hm(v) < ey (w) 7 eq (v) T,
Q Q
D’apres Pétape 1.3, il existe 1 € £} (Q) telle que

Hm(w) =A= (_u)72mHm(u)'

Cela nous donne p = g(—u)*"H,,(¥) = fH (), avec f = g.(—u)?™. Comme H,, () < Hy,(v),
on déduit par le principe de comparaison que v < v, et donc ¢ € 9 (Q2).

Etape 3 : On résout H,,(p) = p dans EP (), lorsque p vérifie la condition 2 (Q) C L?(p).

D’apres ’étape 2, on a

p=fHn($), ¢ €E,(Q), 0< f e LN (Hn(v)).
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Pour chaque j, la mesure p; := min(f, j)H,, () vérifie EL, () € L' (u;). D’apres I'étape 1 il existe
pj € EL(Q) telle que
Hyn(p5) = min(f, j) Hm (¢))-

De plus, H,,(¢;) < Hy,(51/™1)). D’aprés le principe de comparaison, on a ; décroit et /™) < ¢,
donc ¢; € £9,(Q).
Ainsi, comme &P (2) C LP(u), 'inégalité (0.0.1) nous donne

eples) = /Q(_‘Pj)pHm(%) < /Q(—%)pdu < Ceep(p) ™.

On en déduit que sup; e,(¢;) < +o0. Donc, ¢; | ¢ € &L, (2) qui résout 'équation Hp,(¢) = pu.
L’unicité résulte du principe de comparaison.

Par la méme preuve, on obtient un résultat similaire pour la classe F,,,(2), la classe des fonctions
m-sh négatives dans ) pour lesquelles 'opérateur hessien complexe est bien défini et de masses
finies.

Théoréme 0.0.2. Soit u une mesure de Radon positive sur Q telle que p(2) < 4o00. Si p ne
charge pas les ensembles m-polaires, alors il existe une unique o € Fp,(Q2) telle que Hp, () = p.

Equations hessiennes complexes dégénérées sur les variétés kiahlériennes compactes

Dans ce deuxiéme chapitre, on considére (X, w) une variété kidhlérienne compacte de dimension
n et m un entier entre 1 et n. On étudie I’équation suivante

(0.0.3) (w+ddp)" AW = F(z, p)w",

ot la densité F: X x R — R vérifie certaines conditions naturelles.

Le cas m = 1 correspond a I’équation de Poisson classique, tandis que le cas m = n correspond
a l’équation de Monge-Ampere complexe dégénérée, qui a été étudiée de maniere intensive ces
derniéres années (voir [B103, Bl05, Bl12, BGZ08, BK07, EGZ09, GKZ08, GZ05, GZ07, Kol98,
Kol02, Kol03, Kol05]). Ainsi I’équation (0.0.3) est une généralisation de I’équation de Poisson et
de I’équation de Monge-Ampere complexe.

Suivant une suggestion de Blocki [Bl05], on tente de développer une théorie du potentiel pour
I’équation hessienne complexe sur les variétés kélériennes compactes. Pour ce faire, on définit la
classe de fonctions (w, m)-sh qui est une généralisation de la classe de fonctions w-plurisousharmoniques
(w-psh) quand m = n. La définition de lopérateur hessien complexe pour les fonctions (w, m)-sh
bornées est délicate en raison des difficultés liées a ’absence de procédé de régularisation.

Pour contourner ces difficultés, on introduit une notion de capacité et on I'utilise pour définir le
concept de convergence quasi-uniforme. Ceci nous permet de définir une classe convenable de fonc-
tions (w, m)-sh quasi-continues pour laquelle opérateur hessien complexe est bien défini et continue
pour les limites quasi-uniformes. On montrera que cette définition coincide avec la définition au sens
des courants dans l’esprit de Bedford et Taylor. On établit également le principe de comparaison
et des résultats de convergences pour cet opérateur.

Avec ces outils potentiels & disposition, on consideére 1’équation hessienne complexe dégénérée.
Le premier résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 0.0.3. Soit (X,w) une variété kahlérienne compacte de dimension n. Fizons un entier
1<m<n. Soit F: X xR —[0,400) une fonction vérifiant les conditions suivantes :
(F1) pour tout x € X, t — F(x,t) est croissante et continue,
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(F2) pour chaque t € R fizé, il existe p > n/m tel que la fonction x — F(x,t) appartient ¢ LP(X),
(F'3) il existe to € R tel que [, F(. to)w™ = [, w™.
Alors il existe une fonction ¢ € Pp(X,w)NC(X) , unique & une constante additive prés, telle que

(W ddQ)" ANw"™™ = F(z, p)w".
De plus, siVe € X, t — F(x,t) est strictement croissante, alors la solution est unique.

Remarquons que la condition (F3) est immédiate si F(., —00) = 0 et F(.,+00) = +00. Un cas
particulier important est la fonction exponentiel F(x,t) = f(z)e’.
Ce résultat est une généralisation de celui dans [DK11]. Le point clé dans leur preuve est une

estimée volume-capacité qu’on utilisera également ici.

Idée de la preuve. Si F ne dépend pas de t, 'estimée volume-capacité de Dinew-Kolodziej [DK11]
donne une solution continue. Pour le cas général on utilise le théoréme du point fixe de Schauder.
Pour chaque fonction ¥ (w,m)-sh bornée, le second membre f(z) = F(x,v¥(x)) est indépendant
de t et vérifie f(x) < F(xz, M) € LP(X), ou M = supy 1. D’apres ce qui précéde on peut trouver
© € P (X,w)NC(X) unique, normalisée par supy ¢ = 0, telle que

(wWH+dd°o)™ Aw"™™ = F(x,9) + cp)w",

ol ¢y est une constante de normalisation ([ F(x,v + ¢y)w™ = [ w™). C'est parce que F vérifie
(F1), (F2), (F3). On peut donc définir une application

D:C—C, Y,

ol C est un compact convexe convenable de L*(X) contenu dans P,,(X,w). On montre que ® est
bien-définie et continue sur C.

D’apres le théoreme du point fixe de Schauder, ® admet un point fixe dans C, soit ¢. Par
définition de @, la fonction ¢ appartient & Py, (X,w) NC(X) et on a

Hu(p) = F(., 0+ cp)w".

La fonction ¢ + ¢, est la solution cherchée.

Comme application de la théorie du potentiel qu’on vient de développer, on considére un cas
particulier. On suppose que (X, w) est une variété kihlérienne compacte satisfaisant aux conditions
suivantes :

(H1) X = G/H ou G est un groupe de Lie complexe et H C G est un sous groupe fermé.

(H2) 1l existe un sous groupe compact K C G qui agit transitivement sur X.

(H3) w est invariante par K.

Dans ce contexte on peut régulariser globalement une fonction (w,m)-sh par une suite de
fonctions (w, m)-sh lisses en prenant la moyenne par la mesure de Haar de K. On utilise la méme
construction que dans [G99] et [Hu94]. Par le méme raisonnement que dans [EGZ09] on obtient le
résultat de régularité suivant :

Théoréme 0.0.4. Soit (X,w) une variété compacte kihlérienne homogéne vérifiant (H1), (H2),
(H3) et supposons que F satisfait les conditions (F1), (F2) et (F3) dans le théoréme 0.0.3. Alors

lunique solution de (0.0.3) est continue Holdérienne d’ exposant y pour tout 0 < v < %.
Idée de la preuve.

Soit d une distance Riemannienne sur K. Soit ¢ 'unique solution continue de (0.0.3). Pour
h € K, on note ¢p(z) := p(h.x), v € X. On considere la suite régularisante suivante

@c(z) ::/Ksﬁ(g’l-:c)xe(g)dg,
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ou dg est la mesure de Haar sur K et y. est un noyau lisse dont le support décroit vers {e}
(Videntité de K), et [, xc(g9)dg = 1,Ve > 0. Par [G99], [Hu94], ¢, est lisse pour tout e > 0 et
e converge uniformément vers ¢ sur X. Le point clé dans la preuve est de démontrer que @, est
(w, m)-sh. Si u est (w, m)-sh lisse, on peut montrer que

llun — w2 < C.d2(h,e)/ (—u)ddu A w1,
b

ou par C, on désigne une constante positive qui ne dépend pas de h. Comme . =% ¢, on obtient

lon — ellr2(x) < C.d(h,e).

Pour h € K fixé, observons que ¢y, est (w, m)-sh et satisfait H,,(¢n) = F(h.x, p(h.z))w™.
A ce stade, on applique le théoréme de stabilité dont la preuve se fait comme dans [EGZ09].
Cela nous donne

lon = @llz= < Cullon = llTa -

Par conséquence,

lon — @llpe(x) < C.d(h,e)?, Yh € K.

Comme dans [EGZ09], cela nous donne la continuité v-Holdérienne de ¢.

Remarque 0.0.5. Quand m = n on obtient le méme résultat que dans [EGZ09].

Une approche par la méthode de la viscosité

Dans ce troisieme chapitre, on étudie les solutions de viscosité. En contraste avec la théorie
du potentiel sur les variétés compactes, la méthode de viscosité introduite dans [Lio83] (voir aussi
[CIL92]) est purement locale. Elle est assez efficace pour résoudre des équations elliptiques non
linéaires du second ordre qui n’ont pas en général de solutions ni au sens classique ni au sens faible
des distributions.

Cette approche a été utilisée récemment dans [EGZ11] pour étudier les équations Monge-
Ampere complexes sur des variétés kahlériennes compactes. Dans le contexte local, le probleme de
Dirichlet pour les équations Mong-Ampere complexes avec des second membres dépendant de la
solution a été ensuite considéré dans [YW10).

Comme dans [EGZ11], on compare systématiquement les solutions de viscosité et les solutions
potentielles. Ensuite, on cherche a résoudre une équation hessienne complexe au sens de la viscosité
avec un second membre et une donnée au bord continues.

Théoréme 0.0.6. Soient Q@ un domaine borné de C™, g une fonction continue sur 9), F(x,t)
une fonction continue et croissante par rapport & t. Supposons qu’il existe une sous-solution (de
viscosité) bornée u et une sur-solution bornée v de l’équation

(0.0.4) — (dd®p)™ A BT + F(x,0)B" =0

telles que u, = v* = g sur 9. Alors il existe une unique solution de viscosité de (0.0.4). Cette
solution est également ['unique solution potentielle de cette équation.

De plus, si les données (y compris la sous-solution et sur-solution) sont Holdériennes, on montre
que la solution I’est aussi. Pour donner des exemples ot I'existence de sous-solution et sur-solution
est garantie, on considére les domaines strictement pseudoconvexes.

Pour démontrer ce résultat on établit tout d’abord le principe de comparaison local.
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Théoréme 0.0.7. Supposons que F : Q x R — R* est une fonction continue, et croissante en la
deuxieme variable. Soient u une sous-solution et v une sur-solution de viscosité de I’équation

—Hm(p) + F(z,9)8" = 0.
St u < v sur 0N alors u < v dans (.

Idée de la preuve du théoréme 0.0.7. Sans perte de généralité on peut supposer que u < v pres
du bord de Q. On va raisonner par ’absurde, supposons qu'’il existe zo €  tel que u(zg) —v(zg) =
a > 0. On note u¢, v, la sup-convolution et inf-convolution définie par

uf(x) = sup{u(y) ~ gl — 9l / v € ) vele) = nf{uly) — ey / y € Q).

Elles sont semi-convexes et semi-concaves respectivement. D’apreés un célebre théoreme d’Alexan-
droff [Kr87] elles sont donc deux fois ponctuellement différentiables presque partout. De plus, on
a au sens de la viscosité :

H,,(u®) > Fe(z,u)p",

dans Q. :={z € Q / d(z,00) > Ad}, A = \/osc(u). Ici on a noté
Fo(z,t) :=inf{F(y,t) / |z —y| < Ae}.
De fagon similaire, on a au sens de la viscosité :
Hy,(ve) < F(x,v)p",

dans Q¢ ot F¢(z,t) :=sup{F(y,t) / |z —y| < Ae}.
En considérant I’enveloppe convexe de la fonction min (v, —u¢, 0) et en utilisant I'estimée d’ Alexandroff-
Bakelman-Pucci on peut trouver pour chaque € > 0 un point z. € K € 2 tel que

0+ Fe(we,u(xc)) < F(xe,u(zc)),

ou § > 0 est une autre constante qui ne dépend pas de e. Quitte a extraire une sous-suite, en
faisant € — 0 on obtient une contradiction.

Idée de la preuve du théoréme 0.0.6. D’apres le principe de comparaison, v < v. On peut
donc considérer I'enveloppe supérieure des sous-solutions définie par

¢ := sup{w : w est une sous solution de (0.0.4), v < w < v}.

D’apres le lemme de Choquet la régularisée semi-continue supérieurement ¢* de ¢ vérifie p* =
(supw;)* ol (w;) est une suite de sous-solutions de (0.0.4) telle que v < w; < v. La notion de
sous-solution de viscosité étant stable en prenant le maximum, on peut supposer que (w;) est
croissante. On peut montrer alors que ¢* est une sous-solution de (0.0.4), donc ¢ = ¢* est la
sous-solution maximale de (0.0.4).
Notons ¢, la régularisée semi-continue inférieurement de ¢. Un point clé de la preuve du théoreme
est de démontrer que ¢, est une sur-solution de (0.0.4). Cela se fait par contradiction : si ¢, n’est
pas une sur-solution, on peut construire "par une méthode de bosses” une sous-solution ¢ telle que
» < @ mais ¢ # @, ce qui contredit le fait que ¢ est la sous-solution maximale [CIL92].
Par 'hypotheése on a g = us < @, < ¢* < v* = g sur J9. Pour cette raison, le principe de
comparaison nous donne ¢ = @, = ¢*, qui est donc une solution de viscosité de (0.0.4).

Pour montrer que ¢ est une solution potentielle de (0.0.4) on utilise un argument de balayage
standard (voir [BT76]) et un théoréme de Dinew-Kolodziej [DK11] (voir aussi [Bl05]).

En version globale, on cherche a résoudre 1’équation hessienne complexe au sens de la viscosité
sur les variétés hermitiennes compactes homogenes (X, w) vérifiant (H1), (H2) et (H3) énoncées au
chapitre 2. La forme hermitienne w étant invariante, cela nous permet de démontrer un principe
de comparaison global de facon similaire & ce que nous avons fait dans le cas local, sans supposer
que w est fermée. Plus précisément, on démontre le résultat suivant.
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Théoréme 0.0.8. Supposons que u,v sont respectivement sous-solution et sur-solution bornée de
l’équation
—(w+dd°e)" AW T + F(z, o)™ =0,

ot 0 < F(z,t) est une fonction continue sur X x R et strictement croissante en t. Alors u < v sur
X.

Idée de la preuve du théoréme 0.0.8. A T'aide de laction du groupe compact K, on définit
une sup et inf-convolution globale sur X :

w(e) = s {ulg.) = 5 P(g.¢) / g€ K},

et
ve(x) := inf {U(g.ac) + édQ(g,e) / g€ K},

olt d est une distance sur K telle que d? est de classe C2(K x K). On montre que ces deux
suites de régularisation sont constituées de fonctions qui lues dans une carte locale sont des fonc-
tions semi-convexes et semi-concaves respectivement. En particulier, d’aprés un célebre théoréme
d’Alexandroff [Kr87], elles sont deux fois ponctuellement différentiables presque partout. De plus,
I'invariance de w entraine que les fonctions régularisantes vérifient des inéquations hessiennes com-
plexe approchées correspondantes au sens de la viscosité. Plus précisément, u© est une sous-solution
de I’équation

(0.0.5) — (w4 ddQ)" Aw" ™™ + Fe(z,p)w" =0,

N

F.(x,t) :=inf {F(g.x,t) | g€ K,d(g,e) < osc(u)e}.

De fagon similaire, v, est une sur-solution de

(0.0.6) —(w+dd°e)™ AW + F(x, p)w™ =0,

N

F¢(x,t) :==sup {F(g.ac,t) | g€ K,d(g,e) < osc(v)e}.

Le reste de la preuve se fait essentiellement comme dans la preuve du principe de comparaison
local.

Pour chaque € > 0, soit . € X un point ol u® — v, atteint son maximum sur X.
On traite tout d’abord le cas ol u¢, ve sont deux fois ponctuellement différentiables en x.. Dans ce
cas, d’apres le principe du maximum, on a

ddu® < ddv. en z..
La forme (w 4 dd°u®) est (w, m)-positive en z.. Donc,
(w+dduS )" Aw™ ™™ < (w+ dd°ve)™ Aw™ ™™ en x..
Par conséquent,
(0.0.7) Fo(ze,uf(xe) < F(2e, ve(e)).
Apres passage & une suite (e;) | 0, cette inégalité entraine que

Sup(u - U) < Sup(uej - 'Uej) =u" (x€j) — Ve, (xej) <0.
X X
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Maintenant, si u¢, v, ne sont pas deux fois ponctuellement différentiables en x. pour un ¢ > 0
fixé on procéde comme dans [EGZ11] (voir aussi [CIL92]) pour montrer que (0.0.7) est encore
vraie. Considérons une carte locale centrée en x.. Pour alléger les notations, on identifie un point
dans un voisinage de x. avec son image dans C". Pour chaque k € N*, la fonction semi-convexe
u® — ve — 57 |2[|? atteint son maximum strict en .. D’apres le lemme de Jensen ([Jen88]; voir
aussi [CIL92, Lemma A.3, page 60]), il existe pg, &, € B(0,1/k) qui convergent vers 0 telles que les
fonctions u€, v, sont deux fois ponctuellement différentiables en xj et la fonction

€

1
U™ — Ve — %HIH2 — (P, @)
atteint son maximum local en z;. On obtient donc
(0.0.8) ddu® < ddve + O(1/k)w en xy.

Comme u€ est (w, m)-sh, w+ dd“u® est (w, m)-positive en xy. En plus, les deux fonctions sont deux
fois ponctuellement différentiables en x. A partir de (0.0.8), on déduit que

(w+ddu )" Aw" ™™ < (w4 ddve)™ AW + O(1/k)w™ en xy,.
Comme u est une sous-solution de (0.0.5) et v, est une sur-solution de (0.0.6), on obtient

Fe(yr, u(yx)) < F(yr, ve(yr)) + O(1/k).

En faisant k& — +oo on obtient (0.0.7).

Gréce a ce principe de comparaison global, on montre 1’existence et 'unicité de la solution de
viscosité, de la méme fagon que le cas local, en utilisant la méthode des enveloppes de Perron. On
a le théoreme suivant.

Théoréme 0.0.9. Supposons que (X,w) est une variété hermitienne compacte homogéne vérifiant
les hypothéses (H1), (H2), (H3). Soit F(x,t) une fonction continue croissante en t et supposons
qu’il existe tg,t1 € R tels que

F(l‘,to) <1< F(.T,ﬁl), Vr € X.
Alors il existe une unique solution de viscosité de

—(w+dde)" Aw" ™™ 4+ F(z, p)w™ = 0.

L’avantage de ce résultat est qu’on ne suppose pas la fermeture de w. En effet, un exemple
de variété hermitienne compacte vérifiant (H1), (H2), (H3) qui n’est pas kéhlerienne nous a été
communiqué par Karl Oeljeklaus que nous remercions (voir exemple 3.5.4).

Si m = n, on obtient en particulier un résultat nouveau pour I’équation Monge-Ampeére com-
plexe. Ces résultats nous paraissent intéressants dans le contexte des récents développements sur les
équations de Monge-Ampeére complexes sur les variétés hermitiennes compactes (non kdhlériennes)
ou ’absence de "principe de comparaison” rend la situation plus compliquée (voir [TWel0], [DK09]).



Chapitre 1

Equations Hessiennes complexes
sur C"

Dans ce chapitre 3 est la forme de kéahler standard sur C™, et €2 est un domaine borné de C™. On
fixe m un entier entre 1 et n. Tout d’abord on introduit la notion de fonction m-sousharmonique
et on énonce quelques résultats connus. Ensuite, on développera une théorie du potentiel pour
I’équation hessienne complexe sur €2 et on I’appliquera a la démonstration des théorémes 0.0.1 et
0.0.2.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Fonctions symétriques élémentaires

Nous allons utiliser les notations de Blocki [Bl05]. Soient 1 < k < n deux nombres entiers
naturels. La fonction symétrique élémentaire de R™ de degré k est définie par

Se(\) = > Aiy Ay Aip, ot A= (A1, ..., \,) € R™.
1<i1<i2<...<1p, <n

On résume quelques propriétés importantes des fonctions symétriques élémentaires dans la propo-
sition suivante

Proposition 1.1.1. Soit A = (A1,..., A\n) € R™ tel que S;(A) >0, Vj=1,...,m. Alors
(i %STT;(A) >0, Vj=1,..,n;

1/m 1/2
(i) (Inégalité de Maclaurin) 0 < (SE’;(;\)) <. < (S(QT(L;)) < Slé’\).
m 2

Soit T', la composante connexe de {Si(\) > 0} contenant (1, ...,1).

Lemme 1.1.2.
L ={XeR" / Sp(A1 +t,..., s +1) >0, Vt >0}

Démonstration. D’apres Garding [Gab9], on sait que 'ensemble de droit est un cone convexe. Donc,
une inclusion est évidente.

Supposons que z° € I'y. On veut montrer que S;(z°) > 0 pour tout j = 1,.... k.
Comme T'y, est connexe et contient a = (1, ...,1) il existe un chemin continue ~ : [0, 1] — T'y, tel que
7(0) = a et (1) = 2°. Posons

I={te0,1]/8;(y(t) >0,¥j =1,...,k}.
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11 est claire que I est un ouvert de [0,1] et 0 € I. Il suffit donc de montrer que I est un fermé de
[0,1]. Supposons que (t;) est une suite dans I qui converge vers ty € [0,1]. On a, par continuité,
S;i(y(to)) > 0,Vj =1, ..., k—1 tandis que S(y(to)) > 0 car vy(to) € I'x. Par I'inégalité de Maclaurin
pour les polyndmes symétriques élémentaires (proposition 1.1.1) on a

, 1/5 1/k

(SJ(Vn(to))) 7y (Sk(vn( ))) >0
() (x)

On en déduit que ty € I, ce qui acheve la preuve. O

Lemme 1.1.3. Ty ={z € R" / S;(z) >0, Vj =1,..., k}.

Démonstration. Une inclusion est évidente grace au lemme 1.1.2.

Remarquons que le polynéme Sy, est hyperbolique par rapport & a = (1,...,1) € R™. Pour chaque
teR,zeR"ona

k
Si(x +t.a) = Hujax )+ 1),
j=1

ou pj(a, A) € R,Vj.
Supposons que z € I'y. D’apres le lemme 1.1.2, Si(A + t.a) > 0,V¥t > 0. Alors on déduit de ce
formule que p;(a, z) > 0,¥5. Donc S;(A\) > 0,7 =1,...,k. O

Lemme 1.1.4. T, = {z € R" / 2; > 0,Vi=1,....,n}.
Démonstration. Une inclusion est évidente. Supposons que x = (x1, ..., x,) € I',,. Alors
(1 +t).(z2 +t)...(xp +1) >0,V > 0.
On en déduit que —zx; < 0, Vi. O
On voit facilement que I'), C ... C T'y.

Soit H V'espace vectoriel (sur R) de tous les matrices hermitiennes de taille n x n. Si A € H on
pose

Sk(A) = Sk(A(A)),

ou A\(A) € R™ est le vecteur des valeurs propres de A. La fonction §k peut étre vue comme la
somme de tous les mineurs principaux d’ordre k,

= Z Aqr.

|I|=k

On en déduit que Sk est un polyndéme homogene de degré k sur H qui est hyperbolique par rapport
a la matrice identité I. (i.e. pour toute A € S 1’équation Sk(A +tI) = 0 a n racines réelles (voir
[Gab9]). Comme dans [Gab9] (voir aussi [Bl05]), le cone

Tpi={AeH /Si(A+tI) >0Vt >0} ={AeH | \A) €Ty}

. ol/k =
est convexe et la fonction Sk/ est concave sur I'g.
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1.1.2 Polyndémes hyperboliques et inégalité de Garding

Définition 1.1.5. Soient P un polynéme homogene de degré k > 0 en n variables = {z;}7,
et a € R™ On dit que P est hyperbolique par rapport a a, (ou a-hyperbolique) si I’équation
P(sa+ x) = 0 a k racines réelles pour tout « € R™. De fagon équivalente,

P(a) #0, P(sa+x) # 0siIms # 0, x € R".

Si on factorise

P(sa+z) = Hs—i—)\

i=1

alors P est a-hyperbolique si et seulement si P(a) # 0 et A\j(a,z) e Rsil <j<ketzecR"

Lemme 1.1.6. [Ga59] Soit P un polynome hyperbolique par rapport ¢ a = (a1, ...,a,) € R™. Alors
le polynome

sont hyperboliques par rapport a a.

Exemple 1.1.7. Toute fonction symétrique élémentaire Sy, est a-hyperbolique, avec a = (1, ..., 1).

En assimilant H avec un espace R, le polynome §k est I-hyperbolique, ot I est la matrice
identité.

Définition 1.1.8. Soit P un polynéme a-hyperbolique de degré k sur R™. Le cdne C(P,a) est
définie par
C(P,a) ={x € R" /| P(ta+x) #0, Vt > 0}.

11 est démontré dans [Gab9] que C(P,a) est un coéne convexe.
Exemple 1.1.9. C(S, (1,...,1)) = T et C(S,I) = L.

Définition 1.1.10. Soit P un polynoéme a-hyperbolique de degré k sur R™. La forme polarisation
de P est une forme M (z!,...,2™), x* € R™ qui vérifie les conditions suivantes :
(i) M est linéaire en chaque variable,
(ii) M est invariante par toutes les permutations,
(iii) pour tout z € R, M(x,x,..,x) = P(z).
Explicitement,
n

Mz, ... :mi]f[(z,rfa%)Px

j=1 J

Théoréme 1.1.11 (Inégalité de Garding). [Ga59] Soit P un polynome a- hyperbolzque de degré
k > 1 sur R™ tel que P(a) > 0. Soit M la forme polarisation de P. Alors, pour tous x',...,a™ €
C(P,a) on a P(x7) >0, Vj et

M(z' 22, ... 2™) > P(le)1/mP(Jc2)1/m...P($m)1/m.
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1.1.3 Fonctions m-sousharmoniques

Soient o une (1,1)-forme réelle sur C", qui s’écrit comme « = % >k @jpdzj Adzg. La forme de
kéhler standard sur C" s’écrit comme 5 = % > jdzj Adz;. 1l est facile de voir que

<Z> o A BmTE = S(A)B", olt A = [agg).

Définition 1.1.12. Soient « une (1,1)-forme réelle sur Q. On dit que « est m-positive au point
P eQsi
o/ A" >0 au point P, Vj =1,...,m.

On dit que « est m-positive si elle I'est en chaque point de Q.
L’inégalité de Garding peut étre génégalisée pour les (1, 1)-formes.
Lemme 1.1.13. Soient aq, ..., o, des (1,1)-formes m-positives sur C". On note
(o )" AL =h ", j=1,...,m.

Alors
Q1A o Ao A BV > R RL ™

Soient T' un courant sur  de bidegré (n — k,n — k) (k < m). On dit que T est m-positif si
ar AN...Nap NT >0,
pour toutes (1,1)-formes m-positives a1, ..., ay sur €.

Définition 1.1.14. Une fonction u : Q@ — RU {—o0} est dite m-shousharmonique (m-sh) si elle
est sousharmonique et si

(1.1.1) dduNay Ao N1y AT >0,

pour toutes (1,1)-formes m-positives a1, ..., Qpy—1.
L’ingalité (1.1.1) signifie que le courant dd°u A f7~™ est m-positif.
La classe des fonctions m-sousharmoniques dans €2 est notée par SH,, ().

Une fonction m-sousharmonique est en particulier sousharmonique. Donc la classe SH.,,(Q2) a
des propriétés basiques comme SH(2). On les résume dans la proposition suivante.

Proposition 1.1.15. [BI05] (i) Soit u une fonction de classe C* sur Q. Alors elle est m-sh si et
seulement st la forme dd®u est m-positive en toute point de €.

(ii) Siu,v € SHp(Q) alors Au+ pv € SHp (Q), VA, 1 > 0.

(#ii) Soit u une fonction m-sh sur Q. Considérons la suite régularisante standard par convolution
avec un noyau lisse ux x.. Alors, pour chaque € > 0, ue est m-sh sur Q. := {x € Q : d(x,00) > €}.

(iv) Soit (u;) C SHm(Q) une suite localement uniformément majorée. Alors (supu;)* € SHm(Q),
ou v* est la régularisation semi-continue supérieurement de v.

(v) PSH(Q2) = SH,(Q) C ... CSH1(Q) = SH(Q).

(vi) Soit O # U C Q un sous-ensemble tel que OU N Q est relativement compact dans Q.
Supposons que u € SHy(Q), v € SH,(U) et limsup,_,, v(z) < u(y) pour chaque y € OU N Q.
Alors la fonction w, définie par

3

B { u sur Q\ U
Y7 max(u,v) sur U

est m-sh sur ).
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Démonstration. Montrons (i). Une implication est évidente d’apres le lemme 1.1.13. Pour démontrer
I'autre, supposons que u € C2(£2) est m-sousharmonique et fixons x¢ € . Posons

to :=1inf{t > 0 / ddu(xo) + t5 est m-positive}.

Comme u € C%(9), on déduit que ty € R. Par définition de to, la forme ddu(xg)+tof est m-positive
et on a

(ddcu(:co) + toﬂ)m A ﬂnim = 0.

On en déduit que ty = 0, d’ou le résultat.

Les affirmations (ii) et (v) sont évidentes.
Montrons (iii). Soit & := a1 A ... A a1, oU «; sont des (1,1)-formes m-positives & coefficients
constants. Soit ¢ € D(€2) une fonction test non négative. D’apres le théoréme de Fubini on obtient

@) han 80 = [ @@ = [ utpxsEamae)

2 Qc,B(0,¢)
=[] wernsenwnEne = [[ ueie - 2o,
B(O,e),Q6 B(O,e),Q6

ou f est une fonction lisse a support compact dans €.

Montrons (iv). Soient & = aq A... Aaypm—1, ot oj sont des (1,1)-formes m-positives a coeflicients
constants. On définit I'opérateur Ly := dd°@ AaAB*~™, ¢ € C2(2). Par un changement linéaire
de cordonnées L est un opérateur Laplacien. On en déduit que v* est L,-sousharmonique, d’ou le
résultat.

Montrons (vi). Comme dans (iv), w est L,-sousharmonique pour toutes oy, ..., -1 des (1,1)-
formes m-positives a coefficients constants. Donc, w est m-sousharmonique. O

Remarque 1.1.16. Si ¢ est m-sh sur C”, alors elle est sousharmonique sur tous les sous espaces
de dimension n — m + 1. L’inverse n’est pas vraie en général. En fait, soit £ un sous espace de
C™ défini par z; = 20 = ... = 2;,—1 = 0. En prenant a; = idz; Adz;,j = 1,...,m — 1, on voit que
dd°(plg) A (Blg)" ™11 > 0. Elle est donc sousharmonique sur E.

Contrairement aux fonctions psh, les fonctions m-sh sont plus difficiles & manipuler. Elle ne

possedent ni de jolies propriétés de valeurs moyennes ni de propriétés d’invariance par les applica-
tions holomorphes.

L’exemple suivant nous montre que les fonctions m-sh ne sont pas invariantes par les applica-
tions holomorphes.

Exemple 1.1.17. Considérons u.(z) = |21|? + |22]? — €%|23]? dans C3, ol € > 0 est une constante.
On voit que u, est 2-sh si et seulement si €2 < 1/2.

Soit ¢ : C* — C3 définie par ¢(z) = (21, 22, 223). La fonction uc o ¢(z) = |21[*> + |22]* — |23
n’est pas 2-sh.

1.1.4 Le probléeme de Dirichlet

Le théoreme d’existence fondamental suivant est d & Li [Li04].

Théoréme 1.1.18. Soit Q un domaine bornée dans C™. Supposons que O est (m—1)-pseudoconveze
(cela signifie que la forme de Levi en chaque point p € 0 a ses valeurs propres dans le cone T'p,—1).
Soient ¢ une fonction lisse sur 02 et 0 < f une fonction lisse strictement positive dans Q. Alors
le proléme de Dirichlet

u € SHm(Q)NC(Q);

(dd°u)™ N pr—™=f

ulon = ¢
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admet une solution lisse u.
Blocki a résolu ce probleme de Dirichlet dégénéré :

Théoréme 1.1.19. [Bl05] Soit B la boule d’unité de C™ et ¢ une fonction continue sur OB. Alors
le probléeme de Dirichlet -
u € SHn(B)NC(B)

(ddu)™ A B"~™ =0 dans B
u =y sur 0B
admet une unique solution.

Dinew et Kolodziej ont généralisé ce résultat comme suit :

Théoréme 1.1.20. [DK11] Soient Q un domaine borné lisse (m—1)-pseudoconveze, ¢ une fonction
continue sur I et 0 < f € LP(Q) avec p > n/m. Alors le probléme de Dirichlet

u € SHn(Q)NC(Q)
(dd°u)™ A B"T™ = fB™ dans Q
u =@ sur J)

admet une unique solution.

Définition 1.1.21. Soient 2 un ouvert de C™ et u une fonction m-sousharmonique sur 2. On dit
que u est m-maximale si pour tout G € ) un ouvert relativement compact et toute fonction v
semi-continue supérieurement sur G, v € SH,,(G) et v < u sur G, on a v < u dans G.

Théoréme 1.1.22. [Bl05] Soit u une fonction m-sh localement bornée. Alors H,,(u) = 0 dans §2
si et seulement si u est m-maximale.

1.2 L’opérateur hessienne complexe

Dans cette section on utilise la méthode de Bedford et Taylor pour définir I'opérateur Hes-
sien complexe pour des fonctions m-sousharmoniques localement bornées. Puis on montrera que
cet opérateur est continu pour les limites décroissantes. On introduit tout d’abord la formule
d’intégration par parties et I'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg.

1.2.1 Intégration par parties
On a besoins de ce lemme suivant qui est élémentaire dans la théorie des mesures.

Lemme 1.2.1. Soit (u;); une suite de mesures non négatives qui converge faiblement (au sens
des mesures de Radon) vers (1 > 0 sur Q (i.e., Vo € Cc(Q), pi(e) = u(p)). Alors si v est une
fonction semi-continue supérieurement (s.c.s.) d support compact dans §2, on a

lim sup/ vdp; < / vdp.
j—+oo Ja Q
Démonstration. Remarquons que, comme v est s.c.s.
(1.2.1) /Udu:inf{/ wdp / @GCO(Q),@ZU},
Q Q

ot Cp(f2) est Pespace des fonctions continues & support compact dans Q. Fixons ¢ € Co(Q2) telle
que v < . Selon 'hypothese sur la suite (p;); on a

lim pdj; :/cpdu.
Q Q

Jj—+o0
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On en déduit que

lim sup/ vdp; < / wdpu,
j—=+oo Jo Q
ce qui achéve la preuve en appliquant (1.2.1). O

Proposition 1.2.2. Soit T' un courant m-positif fermé de bidegré (n —1,n —1) sur Q. Soient u,v

deux fonctions m-sousharmoniques bornées sur ) telles que u,v <0 et li%lﬂu(z) = 0. Alors on a
zZ—r

(1.2.2) /vddcu/\Tg/uddcv/\T.
Q Q

Supposons de plus que lim v(z) = 0. Alors
z—00

(1.2.3) /vddcu/\T:/uddcv/\T.
Q Q

Démonstration. Fixons € > 0 assez petit et 1 € € un sous-ensemble compact tel que
Ke:={u< —€e} € Q.

Posons u. = max(u, —¢). Alors u — u. est & support dans K.. Considérons une famille de noyaux
lisses xp. On a supp(u — uc) * X, € 1, quand 7 > 0 suffisamment petit.
Etape 1 : Supposons de plus que v est continue sur ;. Montrons que

(1.2.4) / vdd°u AT < / (u—wue)ddvAT.
Q1 (951
D’apres le théoreme de convergence monotone on a
/ (ue —u)ddv AT = lim [ (ue—u)* xpdd°v AT = lim vdd®((ue —u) * xn) AT
o =0 Jq, =0 .Jq,

<lim [ (—v)dd®(u*xy) AT < / (—v)dd°u AT (par le lemme 1.2.1).
n—0 o o

Etape 2 : Montrons que (1.2.4) est valide méme si v n’est pas continue. La fonction u — u, est
semi-continue supérieurement a support compact dans €;. En appliquant le lemme 1.2.1 on obtient

(1.2.5) / (u—ue)ddv AT > lim sup/ (u — ue)dd®(v * xn) AT
Q1 (951

n—0

Ici, n est assez petit de sorte que v * X, est lisse dans un voisinage de €;. On applique 1'étape 1
avec v * Xy, & la place de v

(1.2.6) / (u—ue)dd®(v* xn) NT > / v Xpddu AT.
Q1 (951
On déduit de (1.2.5) et (1.2.6) que

u — ue)ddv AT > lim sup vk XpdduNT = vdd“u AN'T.
n
Q n—0 1951 Q

Conclusion : A partir de 'inéqualité (1.2.4) en faisant Q; — Q puis € — 0 on obtient (1.2.2).
Finalement (1.2.3) est une conséquence de (1.2.2). O
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1.2.2 Définition de 'opérateur hessien complexe

Lemme 1.2.3. Soient uq, ..., ur(k < m) des fonctions m-sousharmoniques localement bornées sur
Q et T un courant m-positif fermé de bidegré (n — p,n — p) (p > k). Alors on peut définir par
récurrence un courant m-positif fermé

dd®uy Addug A ... Addup AT = dd®(uy.ddug A ... Nddup AT).
Le produit est symétrie, i.e.
dd®uy A ddus A ... A ddcup ANT = ddcua(l) N ddcua(g) VAR ddcua(k) AT,

pour toute permutation o : {1,....k} — {1,....,k}.
En particulier, la mesure de hessien de ¢ € SH,,(Q) N LYY, est définie par

Hp(u) = (ddu)™ A gr=™.

Démonstration. Par définition, chaque courant m-positif est positif, il est donc a coefficients me-

sures. Etant donnée u € SHm () N LSS, le courant w1 est bien défini, on pose

ddu AT := dd°(u.T).

Le courant dd“u AT est m-positif car c’est vrai si u € C?(Q2). Dans le cas général on régularise par
une suite de fonctions m-sousharmoniques lisses.
Pour montrer que le produit est symétrique il suffit de considérer le cas k = 2. Montrons que

dd°u ANddv AT = dd°v Ndd°u AT,

pour u,v € SH, () N LLS.(Q).

loc
Le probléme est local. On régularise u, v par (u;), (v;) comme dans la proposition 1.1.15. Les

fonctions u;, vy, étant lisses, pour chaque j, k, on a donc
dduj A ddvp AT = ddvp A dduj AT
En fixant k et en faisant tendre j vers +o0, on voit que
dd’u AN ddv, AT = ddvi, A dd°u NT.

11 suffit de montrer que
udd®vi AT — udd®v A T.

Cette convergence faible sera établie dans la preuve du théoreme 1.2.5 ci-dessous. On a besoins
tout d’abord d’établir 'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg. O

Proposition 1.2.4 (Inégalité de Chern-Levine-Nirenberg). Soient K un compact de D qui est un
ouvert relativement compact de Q.. Il existe A > 0 tel que

(127) Hddcul A oA ddu A THK < A.Hul||Loo(D)...HukHLoo(D)HT”D

et

(1.2.8) Hvddcul Ao AddCug A T”K < AHUlHLoc(D)”UkHLoo(D) / |’U|T A PP,
D

pour toute fonction m-sousharmonique v qui est intégrable par rapport au courant m-positif fermé
T de bidegré (n—p,n—p) (p < m), et toutes fonctions m-sousharmoniques ui, ..., uy (avec k < p)



L’opérateur hessienne complexe 27

Démonstration. On notera C7,Cs, ... des constantes qui ne dépendent que de K, D. Par récurrence
il suffit de démontrer (1.2.7) pour k = 1. Fixons une fonction test x € C§5°(Q2) telle que 0 < x <1,
suppxy C D et x =1 sur K. Alors —C18 < dd®x < C18. On a donc

| ddu; ATk < 02/ dd®uy NT ABPE < 02/ x.dd°uy AT NP1
K D

:Cg/ ulddcx/\T/\ﬁp_l §C3HU1||L°°(D)/ T/\Bp§C4HU1HL°°(D)HT”D-
D D

Montrons (1.2.8). On peut supposer que

(i) v < 0 dans D;

(ii) K C B := B(zo,r) € D;

(iii) =1 < u; < 0dans D, et u; = Cp sur B\ B’, pour tout j = 1,..., k, ol p(2) 1= |z — 2|2 =72,
et B’ = B(zo,r") avec r’ < r.
Posons v; = max(v, jp), ¢’est une suite bornée de fonctions m-sousharmoniques qui décroit vers
v dans B. Chaque v; est nulle au bord de B. la formule d’intégration par parties (la proposition
1.2.2) nous donne

/ [vjldd us A ... Addup NT A BP~F = / (—v;)dd®uy A ... A ddCu AT A BP~F
K K
< / (—vj)dd uy A ... Addup NT A BP~F = / (—uq)ddvj A ... Add°up AT A wP™"
B B

- / (—uq)ddvj A ... Addup AT A BP~F + / (—uq)dd®vj A ... Addup AT A BP=F
’ B\B'

g/ ddcvjA...AddcukATAﬂP*M/ dd®vj A ... Add®up N'T N BP7E.
B’ B\B/

Par (1.2.7), la premiére intégrale de la derniére ligne est dominée par Cs [, ddv; AT A P71 En
outre, comme toutes les fonctions u;, j = 1,..., k sont égales a Cp sur Pouvert B\ B’, la deuxieme
intégrale est bornée par Cs [ dd“v; AT A P~1. On obtient donc

/ (—vj)ddus A ... Addux AT < 07/ dd®v; NT A BPE.
K B
Maintenant, en raisonnant comme dans la preuve de (1.2.7) on obtient

/ddejAT/\ﬁff’*1 gcg/(—vj)TABP.
B

D

Finalement on fait tendre j — 4o00. O

Théoréme 1.2.5. Soient (u{)),(ui) des suites décroissantes de fonctions m-sousharmonique

dans Q qui convergent vers ug, ..., ux € SHuy (Q)NLYS, respectivement. Soit T' un courant m-positive

fermé de bidegré (n —p,n —p) (m >p > k) sur Q. Alors

wl).ddw) A ... A ddeul, NT — ug.dd®us A ... A dd®ug AT,
faiblement au sens des courants.
Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer que si

S :=ddw) A ... Nddul, NT — S := dd°uy A ... A dd°uy AT,
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alors ué.Sj converge faiblement vers ug.S. La suite de courants (ué.Sj) ; est de masse localement
uniformément bornée grace a I'inégalité CLN. D’apres le théoréeme de Banach Alaoglu elle est
relativement compacte dans la topologie faible. Soit © un point d’adhérence de cette suite, il suffit
de montrer que © = ug.S. D’apres le lemme 1.2.6 ci-dessous on a © A a < up.S A a pour chaque
(p — k,p — k)-forme « fortement positif.

Montrons que fK(uo.S —0) Aa <0, pour toute (p — k,p — k)-forme « fortement positif et
tout compact K € B(zp,r) € §2. Sans perte de généralité on peut supposer que uf = A(|z — 20)? -
r2),Vi,j dans un petit voisinage de 0B, avec A >> 1. la formule d’intégration par parties nous
donne

/uO.S/\aS/uéddcul/\.../\ddcuk/\T/\oz:/ulddcuéA...AddcukATAa
B B B

g/u{ddcugA.../\ddcukATAaz/ugddcu{/\...AddcukATAa.
B B

En répétant cet argument k fois on obtient fB up.S AN a < fB u%.Sj A a. La suite de mesures de
Radon positives —u}.S; A a converge faiblement vers —© A . Ceci implique que (en vue que B est
ouvert dans Q) liminf; o [ —u).S; Ao > [ —O Aa. On a donc

/—uO.S/\aZHminf/—ug.Sj/\aZ/—@/\a.
B 170 JB B

On en déduit que (ug.S — ©) A a = 0 car elle est une mesure non négative ayant une masse nulle
dans chaque compact de €.
Il nous reste a démontrer le lemme suivant. O

Lemme 1.2.6. Soit (i;) une suite de mesures de Radon positives sur € qui converge faiblement
vers une mesure de Radon positive p. Supposons que (f;) est une suite décroissante de fonctions
semi-continue supérieurement qui converge vers f sur Q. Alors tout point d’adhérence v de la suite
(fipg) vérifie v < f.u au sens des mesures de Radon sur .

Démonstration. Pour chaque k € N soit (gi)j une suite de fonctions continues sur 2 qui décroit
vers fr. Fixons ¢ € Co(Q, RT) une fonction test. Pour chaque k € N fixé on a

< i Ldpg = Ldpu.
/ v < jiufoo PG, / egrdp

On en déduit, en faisant [ — +oo, que [ @dv < [ ¢frdu, d’ou le résultat. O

1.3 Capacité et convergence

Définition 1.3.1. Soit FE un sous-ensemble de Borel de ). On définit
Cap,,(E,Q) = sup {/ (ddwW)™ A Jue SH(QY), —1<u< 0} )
E

la m-capacité de E par rapport a €2

Remarque 1.3.2. D’aprés l'inégalité de CLN, on voit que Cap,,(K,Q) est fini pour chaque
compact K € Q. De plus, Cap,, (E,Q) > C’fE dMn, ou C est une constante qui ne dépend que de
n et du diametre de € ; et A\, la forme de volume de C".

La proposition suivante est basique et facile a démontrer.
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Proposition 1.3.3. La m-capacité et la capacité de Bedford-Taylor ont des propriétés similaires :
(i) Cap,,(E1,Q) < Cap,,(E2,Q) si By C Ea,
(it) Cap,,(E,Q) =lim,_, Cap,,(E;,Q) si la suite est croissante vers E,
(iit) Cap,,(E,Q) <> Cap,,(E;,Q), ot E = UE;.
Dans la proposition suivante on donnera une estimée de la m-capacité des sous-ensembles de
sous niveau.

Proposition 1.3.4. Soient K un compact de U qui est un ouvert relativement compact dans €.
Alors, il existe une constante C' qui dépend de ces ensembles telle que pour toute u € SH,,(Q), u <
0ona

. C
Capm(Kﬁ {u < 7]},9) < 7||u||L1(U).

Démonstration. Fixons v € SH.,, () telle que —1 < v < 0. On déduit de I'inégalité (CLN) que
C m n—m 1 C m n—m C
(dd°v)™ A B <= [ |u[(dd“v)™ A B < —ullpywy,
Kn{u<—j} J JK J

ce qui achéve la preuve. O

Définition 1.3.5. Soient (u;) une suite de fonctions et u une fonction définies sur . On dit que
u; converge vers u en m-capacité si pour tout ¢ >0 et K €l on a

lim Cap,, (K N{|lu—u,| >t})=0.
j—o0

Proposition 1.3.6. Soit (u;) une suite de fonctions m-sousharmoniques localement bornées sur
Q qui décroit vers u € SH, () N L{S,. Alors u; converge vers w en m-capacité.

Démonstration. Fixons K € Q, et v € SH,, (), 0 < v < 1. Sans perte de généralité on peut
supposer que 2 est une boule et (u;) sont égales dans un petit voisinage de 0B, ou B est une autre
boule telle que K € B € €. On peut également supposer que —1 < u; < 0 sur B. Soient uj, u®, v°
des suites régularisantes de u;,u,v. Les fonctions u§ — u® sont lisses a support compact dans B.
D’apres la formule de Stokes et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

Iy = / (u§ — u)(dd o)™ " A (ddus)® A g™
B
- 7/ d(u§ — u) A dvE A (ddv)™ A (ddou)F A g
B

1/2

IN

( / d(u§ — u) A de (S — u) A (ddv)™F1 A (ddeus)E A m-m)
B
1/2
X (/ dvt A dCvE A (ddCvo€)™F=1 A (dduc)R A Bn—m) .
B
En observant que dv® A d°v¢ < cld"’(vf)Q7 on obtient
/ dv® A d°vE A (ddv)™ R A (ddCuf)R A BTT™ < m™Cap,, (B, Q).
B
De plus,

/ d(u§ — u) A d(u§ — u) A (ddv)™ A (ddou)F A BT
B

= - /B(u§ —u) A dde(u§ — u) A (ddv )" FTE A (ddCu) AT

IN

J

/ (u; o ue)(ddcve)mfkfl A (ddcué)kJrl /\ﬂnfm
B
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En conclusion on a Iy < C.\/I;+1, ou C est une constante positive. Ceci implique que

1/2™m
Io < c’( / (uS — uf)(dd°us)™ A Bn—m)
B

Maintenant, en faisant € | 0, on voit que

B

/ (uj — u)(ddv)™ ANw" ™™ < C'/ (u; — u)(ddu)™ A B
B
Cette inégalité est validé pour toute v € SH,,,(2), 0 < v < 1, donc pour chaque ¢t > 0,

'
Cap,, (K N{u; —u>1t},Q) < CT /_(UJ — w)(ddu)™ A BT —s 0,
B

Jj—+oo
ui eV reuve.
ce acheve la preuve O

Théoréme 1.3.7.

Soient {ui};’il des suites localement uniformément bornées de fonctions m-sousharmoniques dans
Q avec k = 1,2,...,m. Supposons que, pour chaque k = 1,....,m, uj, — up € SH,n(Q) N LS, en
m-capacité quand j — co. Alors on a une convergence au sens des mesures de Radon :

dd®ul A .. Addul, A BT = ddCuy A .. A ddCu, A BT

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que toutes les fonctions concernées sont
a valeurs dans [0, 1]. En utilisant I’égalité suivante

ddvi A ... Addvy AW —ddur A oA dd Uy A BT

= ddu' Adduy A .. Addujy A ddC(v; — ;) Addvisn A A ddCvg A BT
J

on se ramene a démontrer que dd®(u; —u) AT; — 0 si u; — u en m-capacité et les T} sont de la
forme ddv] A ... Add°v] _; A B"T™ avec v] € SHp(Q), -1 < vl < 0.

m

Fixons ¢ € Cp(Q,RT) une fonction test & support dans K € Q. Pour chaque ¢t > 0 posons
E;(t) = KN {|lu; —u| > t}. On note d la diametre de Q. On a

[ et AT = | [ (- wddeo T
K K

< | w-waront)d [ drent
E]‘(t) K
< of B/\Tjth/B/\Tj)
E;(t) K
< C.d/ dd®p A ddvy A oo Add U1 A BT
E;(t)

+ Ct./ dd®p A ddvy A ... Nddvp—1 A BT
K
< C(mmCapm(Ej (t),9Q) + tCap,, (K, Q)),

ou C' > (0 désigne une constante qui ne dépend que de d, ¢; p est un potentiel de 5. Maintenant,
en faisant ¢ | 0 et j — oo on obtient le résultat. O

Dans le théoreme suivant on montrera que toute fonction m-sousharmonique est quasi continue
par rapport & la m-capacité.
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Théoréme 1.3.8. Soit u une fonction m-sousharmonique sur €, et € > 0. Alors, il existe un
ouvert U C Q tel que Cap,,(U,Q) < € et la restriction de u a Q\ U est continue.

Démonstration. Fixons un compact K € §2. On déduit de la proposition 1.3.4 qu’il existe M > 0 tel
que la m-capacité de Pensemble U; = K N{u < —M} est inférieure a €/2. Considérons maintenant
u; la suite régularisante de max(u, —M). On sait que u; converge vers u en m-capacité. Pour
chaque nombre entier k > 1 il existe j(k) tel que

Cap,, (U, Q) < e27F,

ot Uy := K N{ujx) > u+1/k}. La suite uj() convergent uniformément vers u sur K \ UUj, ot u
est donc continue. Pour achever la preuve il suffit de prendre une suite d’exhaustion de compacts
K; 1 Q et d’appliquer ce que on a fait ci-dessus pour trouver U; C K avec Cap,, (U;, ) < €277
tel que u restreint & K\ U; est continue. Donc u est continue sur le complément de U = UU; dans
0. La sous-additivité de la m-capacité nous donne Cap,,(U,Q) < e. O

Corollaire 1.3.9. SoitU une famille localement uniformément bornée de fonctions m-sousharmoniques
sur Q. Supposons que T;,T sont des courants de type dd°ui A ... A dd°umy, A B~ avec u; € U, V3,
et T; = T. Alors pour toute uw € SHy,(2) N LS. on a uT; — uT.

loc

Démonstration. Fixons € > 0 et une fonction test ¢ € Cp(2) & support dans K € Q. On peut
trouver v une fonction continue sur € telle que Cap,, ({u # v}, ) <e. On a

|/Q¢uTj—/Q¢uT| < |/Q¢<u—v>Tj|+|/Q¢<u—v>T|+|/Q¢UTJ»—/Q¢UT|
< Ab(u—v)||xCapy,({u # v}, Q) + | [ uT; L o]
<

A€||¢<u_v>||K+|/Q¢UTj_/QM,

olt A est une constante qui ne dépend que de ¢. En faisant limsup,_, ., et ¢ — 0 on obtient le
résultat. O

D’apres le théoreme 1.2.5 'opérateur hessien complexe est continue pour les limites décroissantes.
On montrera qu’il I’est pour les suites croissantes.

Théoréme 1.3.10. Soient {“i}(;; des suites localement uniformément bornées de fonctions m-

[eS)
loc

sousharmoniques dans 2 pour k =1,2,...., N < m. Supposons que ufc Tug € SHn(Q)NL
partout quand j — oo, k =1,2,...,N. Alors

presque

ddu] A ... A dduly A BT = dduy A ... AddCun A BT

Démonstration. On va raisonner par récurrence sur N avec une an observation que 'affirmation
est validée pour N = 1. Suppose que pour N < m on a

Ty = dd®ul A Adduly A B — ddCuy A ... A ddCuy A BPT

11 suffit de prouver que v;7; — vT sivj,v € SH,, () uniformément bornées et v; T v. Le probleme
est locale, on peut supposer que ) = B et toutes les fonctions concernées sont égales a p sur
un petit voisinage de B, ou p est la fonction définissante de B. D’apres le corollaire 1.3.9 on a
limsupv;7; < limsupvT; = vT. Montrons maintenant que

l_iminf/vaj/\ozZ/vT/\a,
Jj—+oo Jp B
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pour toute (m—N, m—N)-forme « fortement positive. On obtient la dernieére inégalité en appliquant
le corollaire 1.3.9 et utilisant la formule de Stokes de maniére suivante :

hminf/ v T Na > li_minf/ v N\ :/ vl A«
B j—oo B B

:/ Usddcul/\Sl/\a:/ wddvs Nao — ulddcv/\Sl/\a:/ vT A a.

B B s=to0 Jp B

La convergence dans la derniére ligne (quand s — o0) se déduit de I'hypothése de récurrence et du
corollaire 1.3.9. O

Corollaire 1.3.11. Soit (u;) une suite monotone localement uniformément bornée de fonctions
m-sousharmoniques sur € qui converge presque partout vers u € SH.,(2) N LS. Supposons que
fi f; sont des fonctions quasi continues localement bornées, f; est monotone et converge vers f

presque partout. Alors
fi(ddCuy)™ A BPT™ — f(ddu)™ A BT

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que les fonctions uj, u sont a valeurs
dans [—1, 0]. Fixons une fonction test x € C.(2) & support dans K € Q. Pour chaque € > 0 fixé, il
existe un ouvert G tel que Cap,,(G, Q) < € et tel que f;, f sont continues sur 2\ G. La monotonie
de la suite (f;) entraine que la convergence de (f;) sur K \ G est uniforme. On a donc l'estimée
suivante

/ (5 — Fxl(ddeu;)™ A P <

<15 = Hxllre / (ddeuy)™ A B 4+ 1 (Fs — F)xlx / (ddeuy)™ A
K G
<105 = PxlloreCapy (5, 9) + 1(f; — FxllxCapy (G, Q).

En prenant limsup,_, ., et faisant € — 0 on obtient

/ [(f; — [xl(ddu;)™ AB"™™ — 0.
J—+oo
En combinant ceci avec le corollaire 1.3.9, on obtient le résultat. O

Théoréme 1.3.12. Soient Q € C", u,v € SH,,(Q) N LS. Alors

loc®
Tgysey (dd max(u, )™ A "™ = Ty (ddu)™ A 7.

Démonstration. L’affirmation est triviale si u est continue. Le probleme est locale. On travaille sur
un ouvert £); € 2 ou la suite régularisante u; de u est bien définie. On a alors

My, >0y (dd® max(ug, v)™ A "™ = Ty, 50y (dduy)™ A B,

Posons v; := max(u; —v,0) | ¢ := max(u — v,0). Elles sont quasi continues bornées sur ;. On
a donc

W (dd® max(uj, v))™ A "™ = b (dduy)™ A ST
En appliquant le corollaire 1.3.11, on obtient
Y(dd® max(u,v))™ A BT = (ddu)™ A BT
Pour chaque e > 0 on a

Y
Ve

(dd° max(u,v))™ A" = ﬁ(ddcu)m A BT,

Maintenant en faisant € — 0 on obtient le résultat. O
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Le théoréeme 1.3.12 est souvent appelé le principe du maximum. On en déduit le principe de
comparaison :

Corollaire 1.3.13. Soient u,v € SH(2) N LS, telles que limggllf(u(z) —v(z)) > 0. Alors
zZ—r

loc
/ (ddv)™ A B < / (dd°u)™ A B,
{u<v} {u<v}

Démonstration. Pour chaque € considérons u. := u + ¢. Comme u. > v en dehors d’un compact
que 'on note K € ), on a

/ (dd® max(ue,v))™ AT = /(ddcue)m ABPT™
Q

Q

Fixons un ouvert relativement compact U tel que K € U € (). En utilisant le principe du maximum
on obtient

/ (ddv)™ ABPT™ = / (dd® max(ue,v))™ AB*T™

{ue<v} {ue<v}

= / (dd® max(ue,v))™ A BT — / (dd® max(ue,v))™ A BT
U Un{u.>v}

= / (ddue)™ A BT — / (dd® max(ue,v))™ A BT
U

Un{uc>v}

< / (ddu)™ A BT — / (dd® max(ue,v))™ AB*™
U Un{ue>v}

— / (ddcue)m /\ﬁn—m _/ (ddcue)m /\ﬁn—m
U Un{ue>v}

- / (dduc)™ A B = / (ddu)™ A B
{uc<v} {u+e<v}

Il suffit de faire ¢ — 0. O

Corollaire 1.3.14. Soient u,v € SH,, () N LSS

po telles que (dd®u)™ A S™~™ < (ddv)™ A S™™ et
hmé%f(u(z) —wv(z)) > 0. Alors u > v sur Q.
z—

Démonstration. Considérons v. := v + €p, ot p(z) := |z|> — R? avec R >> 1 suffisamment grand de
sorte de que p < 0 sur (2. Le corollaire 1.3.13 nous donne

/ (ddc'l})m /\ﬁnfm Z / (ddcu)m /\anm Z / (ddC’UE)m /\anm
{u<vc} {u<v:} {u<v:}

Z/ (ddcv)m/\ﬁn—m +€m/ ﬁn
{u<ve} {u<v:}

Ceci implique que f (u<ve} 8™ = 0. Par conséquent, u > v, presque partout donc partout dans €.
Maintenant on termine la preuve en faisant € — 0. O

On déduit immédiatement le corollaire suivant

Corollaire 1.3.15. Soient u,v € SH,, () N LSS

loc
lim,_,a0(u(z) —v(z)) = 0. Alors u = v sur Q.

Théoréme 1.3.16. Soient u,v € SH,, () N LYY, Alors

loc®

telles que (dd°u)™ A B"~™ = (ddv)™ A B"~™ et

(dd® max(u,v))™ A "™ > Lgysey(ddu)™ A B + Miyeyy (ddv)™ A BT,
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Démonstration. Pour chaque compact K C {u = v} on a (en appliquant le principe du maximum) :

/ (dd® max(u,v))™ A "7 > lim sup/ (dd® max(u,v+¢€))™ AT
K el0 K

= lim sup/ T{ycoter(dd® max(u,v+ €)™ A"
e JK

= lim sup/ Tiycpter(ddv)™ AB"T™ = / (ddv)™ A g™,
el0 K K

Encore, on applique le principe du maximum pour obtenir le résultat. o

1.4 La fonction m-extrémale

Dans ce paragraphe on introduit la notion de fonction m-sh extrémale relative. On établit ses
propriétés élémentaires et on donne quelques exemples. On exprime la m-capacité d’'un compact
K & Q) alaide de sa fonction m-extrémale.

Définition 1.4.1. Soit E un sous-ensemble de 2. On définit la fonction m-extrémale de E par
rapport a ) par

Um, B0 = Um,E = sup{u € SH,(2) /u<0, et u < —1sur E}.
D’apres la proposition 1.1.15 uy, p o est m-sousharmonique sur €.

Proposition 1.4.2. La fonction m-sh extrémale a les propriétés suivantes :
(i) Si E1 C Es alors um, g, < Um, By}
(i) Si E C Q1 C Qg alors Um 5.0, < Um, B,0,;
(iti) Si Kj | K, avec Kj compact dans Q alors (lmuy, o o)" = uy, x o

Démonstration. Les deux premieres affirmations et 'inégalité < de la troisieme sont évidentes.
Pour le reste, soit u € SH.,(Q) telle que u < 0 sur Q et u < —1 sur K. Pour chaque € > 0 I'ouvert
Ue := {u — e < —1} contient tous les compact K; avec j suffisamment grand car il contient K.
Cela signifie que u —e < uy, K,,q bour j assez grand. En faisant j — co on obtient

(J.EIJPOO Up i, 0) = U —€
et elle est vrai pour tout € > 0 et toute u € SH,, () telle que u < 0 et u < —1 sur K. Ceci achéve
la preuve. o

Lemme 1.4.3. Soient 0 < r < R et on note a = = > 1. La fonction m-extrémale u,, B(r),B(R)

m
est donnée par

R2—2a _ 2—2a
P

u(z) = max ( r2—2a _ R2—2a ’

Démonstration. La fonction u définie ci-dessus est évidemment continue sur C", elle est identique-
ment —1 dans B(r) et zero au bord dB(R). Considérons la fonction v définie par

( ) _ R272a _ Hz||272a
T p2-2a _ R2-2a

Fixons z9 € B(R) \ {0}. On calcule

02;0Z) r2—2a _ R2-2a

o) _ (oDl (| Sy
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2z
Les valeurs propres de la matrice §,;, — a2k sont \ = (1,..,1,1—a). On a

12112

- 1! - 1! - 1!
Sy = — =Dt gy oDt (D) (ﬁfﬁ).
Elln —1—k)! (k=Dln—=FkK! (*k-=-DIn—KkK!'\kE m
Par conséquent, Si(\) > 0,Vk < met S, (A) = 0. On conclut que la fonction u est m-sousharmonique
et sa mesure hessienne vaut zero dans B(R) ( ).D’apres le principe de comparaison la fonction
u est m-extrémale. O

Définition 1.4.4. On dit que 2 est m-hyperconvexe s’il existe une fonction m-sousharmonique
continue p : Q@ — R~ telle que {p < —c} € Q pour tout ¢ > 0.

Proposition 1.4.5. Si Q) est m-hyperconvexe et E est relativement compact dans € alors

lim um, g a(z) =0, Yw € 0.

zZ—w

Démonstration. Soit p < 0 une fonction d’exhaustion de 2. Il existe un M > 0 tel que Mp < —1

sur £. On a Mp < uy, g o. Il est clair que lilggp(z) =0, d’ou le résultat. O
zZ—r
Proposition 1.4.6. Soit 2 un domaine m-hyperconveze et K € (X un compact tel que uy, rc o = —1

sur K. Alors um, ka0 est continue sur €.

Démonstration. On note u = un, k.o et on choisit p une fonction définissante de €2 telle que p < —1
sur K. On a donc p < u sur 2. Il suffit de vérifier que pour chaque € > 0 il existe une fonction
continue v sur € telle que v < u < v + € sur 2. Pour cela, prenons € > 0. Il existe donc 1 > 0 tel
que u — € < p dans Q\ Q, et tel que K C Q,, ot

Q, ={z € Q / dist(z,00) > n}.
On peut trouver 6 > 0 tel que u * x5 —e < p sur 9, et tel que u* x5 —e < —1 on K. On considere
o dans Q\ Q,
V=
max{u * x5 — €, p} dans €,

On voit facilement que v est continue, m-sousharmonique dans € et elle appartient a la famille de
fonctions définissant u. Par conséquent, u — e < v < w. O

Proposition 1.4.7. Soient Q@ € C" un domaine de C" et E un sous-ensemble de Q. Alors
uy, po =0 si et seulement s’il existe v € SHm(Q),v <0 telle que £ C {v = —o0}.

Démonstration. On note u = U, g .. Soit v € SHu, () telle que v < 0 et E C {v = —oo}. Alors
ev < u, Ve > 0. Par conséquent, u = 0 presque partout et donc u* = 0.

Supposons maintenant que u* = 0. Il existe a € § tel que u(a) = 0 car u = u* presque partout.
Pour chaque j € N il existe v; € SH,,(Q2) telle que v; < 0 dans Q, v; < —1dans E et vj(a) > —277.

Considérons
oo
= v;(2)
=1

On voit sans difficulté que v € SH,, (), v <0 et E C {v = —o0}.

O

Corollaire 1.4.8. Soient Q un domaine de C" et E = J; Ej, ou E; CQ, j =1,2,... 5 u:‘nE]Q
0,Vj alors uy, g o =0.

Démonstration. Utilisons la proposition 1.4.7 pour choisir v; € SH,(2) telles que v; < 0 et
—oo sur Ej;. Prenons un point a € Q tel que vj(a) > —oo,Vj. On peut supposer que
(
ur

@

) > —277,V4. On voit facilement que v = > vj est négative, m-sousharmonique et v = —oo
E. En appliquant la proposition 1.4.7 on obtient uy, p o = 0. O



36 Equations Hessiennes complexes sur C™

Proposition 1.4.9. Soient 0 € C" un domaine m-hyperconvexe et K € (1 un compact qui est
Uunion de boules fermées. Alors uy, i q = um k.0 est continue. En particulier, si K C ) est
compact et si 0 < e < dist(K,00) alors um k.o est continue, ot

K.={z€Q / dist(z,K) < €}.

Démonstration. 11 suffit de montrer que u = um ko est continue sur OK. Soit b € OK. On peut
choisir a € K et 0 <7 < R tels que b € B(a,r) C K et B(a, R) C Q. Maintenant si z € B(0, R) on
a

ul2) < Uy, Bar), B(a,r) (2)-
D’apres le lemme 1.4.3 on a lim, ypu,, Blar), Bla R)(z) = —1. Pour la seconde affirmation il suffit
de noter que K, = Uyse B(a, €). O
On déduit de la proposition 1.4.2 et la proposition 1.4.9 que :

Corollaire 1.4.10. Soit Q € C" un domaine m-hyperconveze et K € Q un compact. Alors
lim wpm, x..0 = Um,K,Q-
e—0

En particuliére, um, k.o est semi-continue inférieurement.

Proposition 1.4.11. Si Q € C" est un domaine m-hyperconvexe et K €  est compact, alors
Uy, i €st m-mazimale dans Q \ K.

Démonstration. On utilise la méthode de balayage. D’apres le corollaire 1.4.10, la proposition 1.4.9
et le théoréme 1.3.10, on peut supposer que « = U, k.o est continue. On fixe B = B(a,r) C Q\ K,

et définit
_ [¢ dans B
Y=\ w dans © \ B

ol ¢ est 'unique solution du probléme de Dirichlet (voir le théoréme 1.1.19) :

Y € SH(B) N C(B)
(ddp)™ A B"~™ =0 dans B
1 = u sur 0B.

On voit facilement que v € SH,,, (). Or, v appartient & la famille de fonctions définissantes de u,
on a donc v < u dans 2. Ceci implique que u = v dans B, d’ou le résultat. O

Théoréme 1.4.12. Soient 0 € C" un domaine m-hyperconvexe et K € €} un compact et on note
U = U, k0. Alors

Cap, (K, Q) = /K(ddcu*)m ABrT™.

De plus, si u* > —1 sur K alors Cap,,(K,Q) = 0.

Démonstration. Soit p une fonction d’exhaustion de Q telle que p < —1 sur K. On fixe € € (0, 1)
et v € SH(Q,(0,1—¢)). En vue de la proposition 1.4.9 et du corollaire 1.4.10, on peut trouver une
suite croissante {u;} € C(2) N SH(Q,[-1,0]) qui converge vers u. On peut supposer que u; > p
dans 2. On a

Kc{uj<v—-1}C{p<v—-1} C{p< —¢}.

Le principe de comparaison nous donne

/ (ddv)™ A B < / (ddv)™ A B < / (ddCu;)™ A B,
K {uj<v—1} {uj<v—1}
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D’apres le théoreme 1.3.10 on a

Jj—+oo

Par conséquent,

/ (ddcv)m /\Bn—m S/ (ddcu*)m /\Bn—m-
K {p<—¢}

Selon la proposition 1.4.11 on a

{p<—e} K
Reste a observer que pour chaque € € (0,1) on a

Cap,,(K,Q) = (1 —€)"™sup { /K(ddcv)m ABPT™ v e SH(Q,(0,1— e))}

Pour la second affirmation on peut supposer que u* > —1 4 ¢ sur K. On a donc
Cap,, (K, Q) > / (dd°(7==))" A 8" = (1 — ) ™" Cap,, (K, ),
K _
ce qui n'est possible que si Cap,, (K,Q) = 0. O

Corollaire 1.4.13. Si Q C C" est un domaine m-hyperconveze et U est un ouvert relativement
compact de 2, alors

Capn (U, Q) = / (ddum,u,0)™ AB"T™.

Q
Démonstration. Prenons une suite croissante de compacts K; telle que U;K; = U et uny ;0
est continue. On a donc lim; ;e Um,kx;,0 = Umun = ufnUQ Le résultat est maintenant une
conséquence du théoréeme 1.4.12 et théoréme 1.3.10. O

On calcule la m-capacité de la boule.
Exemple 1.4.14. Soient 0 < r < R. On a

2"(n —m)

Ca’pm(B(T)v B(R)) = m.n!(r2—2a _ R2—2a)m

Démonstration. Posons

R0 — ||| 2 yon o
U = Um,B(r),B(R) = max( 7 30— 2 ;—1);U(z) = max(—||z||>72, —r?72),

1
Considérons x : R~ — R définie par x(t) = (—t)* avec o = T2 Ona

Cap,(B(r), B(R)) = /B A = (e /B R

Montrons que

/ (ddcxo ,U)m A ﬂn—m — X/(7R2—2a)m/ (ddc’U)m A ﬂn—m.
B(R) B(R)
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Fixons € > 0 et considérons la fonction convexe croissante x. qui est égale & x dans [s,0) et égale
a une fonction linéaire & pente x’(s) dans (—o0, s), olt s = —(R — ¢)272¢. D’apreés la formule de
Stokes on a

/ (dd(;xov)m /\anm :/ (ddCXe OU)m /\anm
B(R) B(R)

> / (ddxe o v)™ A B
B(R—¢)

e [ o
B(R—¢)
De fagon similaire, en prenant Y. égale & x dans (—oo, s) et linéaire dans [s,0) on obtient
/ (ddCXO ,U)m A ﬂn—m < / (ddc)N(E ° ,U)m A ﬂn—m
B(R—¢) B(R)
— W) [ o .
B(R)
Maintenant en faisant € — 0, on obtient
/ (ddcxo ,U)m A ﬂn—m — X/(7R2—2a)m/ (ddc’U)m A ﬂn—m'
B(R) B(R)

Encore, d’apres la formule de Stokes, on a

on 2n
/ (ddCXO’U)m /\Bn_m _ / (ddc(maX(HZHQ,TQ))m /\Bn_m — / Bn _ R ’
B(R) B(R) B(R)

n!

d’ou le résultat. O

1.5 Ensembles m-négligeables et m-polaires

Dans ce paragraphe on introduit les notions d’ensembles m-négligeables et m-polaires. On
montrera que ce type d’ensemble est de m-capacité nulle.

Définition 1.5.1. Soient 2 un ouvert de C" et U C SH,,(2) une famille de fonctions localement
majorées. On définit

u(z) = sup{v(z) / v € U}.

Un ensemble de type N = {z € Q / u(z) < u*(z)} et tous ces sous-ensembles sont appelés
m-négligeables.

Théoréme 1.5.2. Soient Q un ouvert borné de C", et N un ensemble Borel m-négligeable de Q.
Alors Cap,,(N,Q) = 0.

Démonstration. On fixe € > 0. D’apres le lemme de Choquet on peut supposer que N est de type
N={z€Q /u(z) <u*(z)},

oll u = sup;ey Uj, et (u;) est une suite de fonctions dans U. On peut supposer également que
u<0et N CB EQ,ou B est une boule fermée. Les fonctions u; étant m-sousharmoniques, on
peut trouver un ouvert U C Q2 & petite capacité Cap,, (U, Q) < € tel que les u; sont continues par
restriction a F' = Q \ U. On définit

A={(a,B) |/ a< B <00, € Q}.
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Pour chaque (a, 8) € A on considére
Kopg={2z€ FNB /u(z) <a<p<u"(z)}.

Chaque Ko g est compact ou vide. Il faut noter également que (—a)™'u < up k., 40 dans Q. Par
conséquent, dans K, g on a

1< (o) B < (o) W < up k0
D’apres le théoreme 1.4.12, on a Cap,, (K4 g,2) = 0. Or,

NcUuU U Ka_ﬂ.

(e,B)€A
Ceci implique que Cap,, (N, Q) < ¢, ce qui achéve la preuve en faisant € — 0. O

Définition 1.5.3. Un ensemble E C C™ est dit m-polaire si pour chaque z € E il existe un
voisinage V de z et v € SH(V) tels que ENV C {v = —o0}. Si £ C {v = —o0} avec v € SH(C")
on dit que F globalement m-polaire.

Proposition 1.5.4. Soient Q un ouvert de C" et u € SHp (Q)NLY,

2o (). Alors pour tout ensemble
m-polaire E C  on a

/ (dd°u)™ A g™ = 0.
E

Démonstration. On peut couvrir E par des boules fermées B; = B(aj, R;) telles que E; = ENB; C
{vj; = —oo} ot v; € SH(By). 1l suffit de montrer que

/ (ddu)™ A B~ =0, V.
E;

Pour cela on fixe j € N et prouve que fA (dd°u)™ A B"~™ = 0, pour chaque r < R; ou A, =
v{l(foo) N B(a;,r). Car B(a;,r) € €, on peut supposer que v; < 0. D’apres la proposition 1.4.7
il est facile de voir que u), 4 Blayr) = 0 pour tout compact K € A,. Par conséquent le théoreme
1.4.12 nous donne Cap,, (K, B(a;,r)) = 0. Ceci implique que

/ (ddu)™ A B"~™ =0,
K

d’ou le résultat. O

1.6 La m-capacité extérieure

Dans ce paragraphe on définit la m-capacité extérieure et démontre que les ensembles m-
négligeables et m-polaires sont exactement les ensembles & m-capacité extérieure nulle. On établit
une relation entre la m-capacité extérieure d’'un ensemble avec sa fonction m-extrémale.

Définition 1.6.1. Soient 2 un ouvert de C" et £ C 2 un sous-ensemble. On définit la m-capacité
extérieure de F par rapport a 2 par

Cap;,(E,Q) = inf{Cap,, (w, ) / E C w ouvert dans Q}.

On déduit immédiatement les propriétés de la m-capacité extérieure.
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Proposition 1.6.2. Soit Q2 un ouvert de C™.
(i) Si By C Ey C Q alors Capy, (F1,Q) < Cap;, (F2,9Q).
(ii) Si E C Q1 C Qa alors Capl,(E, Q) > Cap;,(E,Qs).

(iii) Si E1, Ea, ... sont des sous-ensembles de Q alors
Capfn( U Ej,Q) < Z Cap;, (Ej, Q).
j=1 j=1

(iv) Si Q est m-hyperconveze, K1 D Ko D ... est une suite de compacts de 2, et K = (| Kj,
alors
lim Cap,,(K;,Q) = Cap,, (K, Q) = Cap,, (K, Q).

J—00

Démonstration. Immédiate conséquence de la proposition 1.4.2; du théoreme 1.3.10, théoreme
1.4.12, et corollaire 1.4.10. O

Théoréme 1.6.3. Soient Q un domaine m-hyperconvere de C" et E € Q2. Alors

Cai(B.9) = [ (@ p o)™ 0 57
Q

Démonstration. Soit U un voisinage de E qui est relativement compact dans . Fixons € > 0 et

observons que, d’apres la proposition 1.4.5, les deux fonctions uy, p et (1 + €)uy, 7 o sont nulles

au bord et €) est exactement le lieu ou 1'une est strictement plus grand que 'autre. Le principe de

comparaison nous donne

/ (ddus, o)™ A B < / (dd*(1+ Yy o)™ A B = (1 + &) Capm (U, Q).
Q Q

Par conséquent,
Cap;,(E,Q) > /(ddcuf,l7E7Q)m A BT,
Q
Pour Pautre inégalité on fixe une suit croissante de fonctions v; € SH(2,[—1,0)) telle que v; <
Um,B,0 et limj_,o V5 = um, g0 presque partout, et lim,_,,, ’Uj(Z) = 0 pour tout w € 9N et tout
j € N. On définit U; = {(1 + 1/j)v; < —1}. Alors U; est un ouvert relativement compact dans €
et ECU;. Or, (14+1/j)v; < tumu; 0 < Um,p,0. On a donc u, y, o est croissante et converge vers

Up, g .o Presque partout. Le théoreme 1.3.10 nous donne
Cap,,(E,Q) < lim Cap,,(U;,Q) = lim [ (dd®umu, o)™ A" = / (dduy, p.o)™ N B
joo = Jq Q o

O

Corollaire 1.6.4. Soient Q un domaine m-hyperconvere de C" et E C Q. Alors Cap,,(E,Q) =0
si et seulement st uy, i o = 0.

Démonstration. D’apres le corollaire 1.4.8 et les propriétés de la m-capacité extérieure (proposition
1.6.2) on peut supposer que E est relativement compact dans 2. D’apres le théoréme 1.6.3 on a

Capl, (E, Q) = / (dd°us .0)™ A7
Q

Par conséquent, une implication est évidente. L’autre implication se déduit du principe de compa-
raison (corollaire 1.3.15). O

Ensuite on démontre une version du théoréme de Josefson.
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Théoréme 1.6.5. Si E est m-polaire, il existe u € SH(C™) telle que u = —oco sur E.

Démonstration. On peut recouvrir I/ par une suite de boules B; telle que u:‘n,Ej7Bj =0,ou F; =

E N Bj. Soit » : N — N une application telle que pour tout n € N, 'ensemble ¢~!(n) est infini.

Choisit une suite 1 < r; < 7 < ... telle que lim;r; = +o00 et B,;) C B(0,r; —1). D’apres la

proposition 1.6.2 et le corollaire 1.6.4, on a v} o ) B0y = 0,Vj. Pour chaque j € N, il existe
(s

donc h; € SH((B(0,7;),[—1,0)) telle que lim,_,, h;(z) =0,y € 0B(0,1;),Yj et
hj=—-1lsur E o(5) € / |hj|d)\<27j.
B(O ’l“]‘)

La fonction

~—

( max{h;(z), ||z|| — r;} dans B(0,r;)
() =
P 2] = r; dans C"\ B(0, 1)

est m-sousharmonique sur C" et n’est pas supérieure a —1 sur E ;. On considere

= ij(z)

Comme la séries converge dans Li. .(C™), p n’est pas identiquement —oo. Or, p est m-sousharmonique
car la suite de sommes partielles est décroissante quand 'indice est suffisamment grande. De plus,
p = —oo sur E, ce qui achéeve la preuve. o

Théoréme 1.6.6. Soient Q) un domaine m-hyperconvexe de C" et E C Q. Alors E est m-polaire
si et seulement si Capy, (E,Q) = 0.

Démonstration. Si E C ) est m-polaire, le théoréme de Josefson nous aide & trouver u € SH(C")
telle que u < 0 dans 2 et u = —oo sur E. Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 1.4.7 et le
corollaire 1.6.4 pour voir que Cap;,(E,Q) = 0. L’autre implication se fait de la méme fagon. O

Théoreme 1.6.7. Tout ensemble m-négligeable est m-polaire.

Démonstration. Comme dans la preuve du théoreme 1.5.2 on peut supposer que 2 est une boule.
Pour chaque € > 0 on peut trouver G C 2 avec Cap,,(G,) < € et une suite de compacts K;
avec Cap,, (K;, Q) = 0, telles que notre ensemble négligeable A est contenu dans GU K; UK, U ...
D’apres la proposition 1.6.2 on obtient

Cap}, (N, Q) < Cap}, (G, Q) + Cap,, (K1,Q) + ... <e.
Maintenant il suffit d’appliquer le théoréme 1.6.6. O

Corollaire 1.6.8. Une union dénombrable d’ensembles m-polaires est m-polaire.

Démonstration. Soient E; une suite d’ensembles m—polaires et E leur union. Soit a € F et B =
B(a,1), B; = E; N B. D’apreés la proposition 1.4.7 on a u}, B;B = = 0. Donc, d’apres le corollaire
1.4.8, on a uy, prp p = 0. Encore, la proposition 1.4.7 nous dlt que E est m-polaire. O

Corollaire 1.6.9. Soient Q0 un domaine m-hyperconvexe de C™ et E1 C Eo C ... sont des sous-
ensembles de Q. Alors uj‘mE& =lim;_, o0 u’:nij’Q, ot B =JF;.

Démonstration. D’apres le théoréme 1.6.7, u:‘nE]Q = —1 sur £}, sauf dans un sous-ensemble m-
polaire de F;. Par conséquent on a u = lim;_, u;*nE]Q = —1sur E\ F, ou F C E est m-polaire.
D’apres le théoreme de Josefson il existe v € SH,, () telle que v < 0 et v = —oco sur F. Pour
chaque e > 0 on a u + ev < Uy, g0, €t puis

w=(sup(u+ev)” < uj o <u.
e>0
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Corollaire 1.6.10. Un ensemble E de C™ est m-négligeable si et seulement si il est m-polaire.

Démonstration. Suppose que E C C" est m-polaire. D’apres le théoreme de Josefson, il existe

une fonction m-sousharmonique u dans C™ telle que u = —oo sur E. En posant U = {u < 0}, la
fonction
eu dans U
Ve =
u dans C* \ U
est m-sousharmonique dans C™ pour chaque € € (0,1). Or, {ve = —o0} = {u = —o0}. Dong, si on
pose v = sup,- Ve, on a v* = max{u,0} et E C {v < v*}. O

1.7 Les classes d’énergie finie de type Cegrell

Cegrell [Ceg98] a introduit les classes £, F pour les fonctions plurisousharmoniques. Dans ce
paragraphe on étudie de telles classes pour les fonctions m-sousharmoniques sur un domaine m-
hyperconvexe. On montre que 'opérateur hessien complexe est bien défini et continue pour les
suites raisonnables. On établit la formule d’intégration par parties et le principe de comparaison.

Dans la suite on suppose toujours que €2 est un domaine m-hyperconvexe de C" et 3 est la
forme de Kahler standard sur C™.

1.7.1 Définitions et propriétés

Dans ce paragraphe on introduit les classes de Cegrell et on démontre quelques propriétés ba-
siques et importantes de ces classes. Une chose trés importante dans la théorie du potentiel est de
savoir régulariser une fonction singuliere par une suite de fonctions lisses. On peut le faire locale-
ment en utilisant la convolution avec un noyau lisse, mais globalement ce n’est pas clair. Le théoréme
suivant nous expliquera comment régulariser globalement sur un domaine m-hyperconvexe. On note
SH,. () la classe de fonctions négatives dans SH,,(2).

Théoréme 1.7.1. Pour chaque ¢ € SH,, () il existe une suite (¢;) de fonctions m-sousharmoniques
vérifiant les conditions suivantes :
(i) p; est continue sur Q et p; =0 sur 0Q;
(i) chaque H,,(p;) est de masse finie, i.e. [, Hm(p;) < +00;
(iii) @; 1 ¢ sur Q.
Démonstration. Si B est une boule dans 2 d’apres la proposition 1.4.9, la fonction m-extrémale
U = Um, B,o €St continue sur Q et suppH,,(u) € Q. On imite la preuve de [Ceg04, Theorem 2.1].
On prend une suite décroissante (r;) telle que

0<r; < dzst({u(z) < 72§—_2},89).

Soit v; la suite régularisante de ¢ par la convolution avec un noyau lisse, elle est définie sur
Q; :={z € Q:dist(z,00) > 1/j}.

On pose

max (¢, (2) — ivmu(z)) si z€Q,,
m

mau(z) si 2 € Q\Q

Um(z) =
Tm )
et

pj 1= Sup Up,.
m2j
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On vérifie sans difficulté que pour chaque m, v, € SH,, () NC(Q) et vy, = 0 sur 9Q. On en déduit
que ; est semi-continue inférieurement pour tout j. Par ailleurs on a

1
@? = max{v;, ..., Ug—1, Vg + E}’k > j.

Ceci entraine que <p§ 1 ¢; quand kK — 400 et chaque npé? est continue, d’ou le résultat. O

Définition 1.7.2. On note &Y, la classe de fonctions bornées dans SH,, (2) telles que lirgﬂw(z) =0
z—

et fQ ) < +o0.

Pour chaque p > 0 on note £F la classe de fonctions ¢ € SH,,,(2) telles qu'il existe une suite
décroissante (p;) C £, vérifiant

(i) lim; ; = ¢,

(ii) sup; [o,(—¢;)P Hm(p;) < 400,

Si 'on demande de plus que sup; fQ m(pj) < oo on a, par définition, ¢ € FE ().

Définition 1.7.3. Une fonction u € SH,,(2) appartient & &,,(£2) si pour chaque 2z € €, il existe
un voisinage U C Q de zp et une suite décroissante (h;) C £2,(Q2) tels que h; | u dans U et

sup [ Hp(hj) < +o0.
J JQ
On note F,,,(2) la classe de fonctions u € SH,, () telle qu’il existe une suite (u;) C £, (Q) qui
décroit vers u dans € et

sup/ Hp(uy) < +oo.
J JQ

Remarque 1.7.4. SH, () N LY, C £,(Q). En effet, soient u € SH,, () et 20 € B(zp,7) € (L
Considérons la fonction h := h,, p.o. On sait que h € £2,(Q) et h = —1 dans B. Pour chaque
A > 0 assez grand on a max(u, Ah) € E2(Q2) et max(u, Ah) = u dans B.

Théoréme 1.7.5. La classe £, (Q) est la plus grande sous-classe de SH,, (Q) vérifiant les condi-
tions suivantes :

(i) siu € E,(Q),v € SH,,(Q) alors max(u,v) € En ().

(i1) siu € £, (), 0 € SH,. () NLY., 0; L u, alors Hy,(p;) est faiblement convergente.

Démonstration. Que &, () vérifie la condition (i) est assez évident. Suppose que u € &,,(), ¢; €
SH,. () N L., p; | u. On fixe y une fonction test a support compact K € €, et ¢ € £, ().
Pour chaque j on peut trouver m; tel que ¢; > m;p dans un voisinage de K. On a donc g; :=
max(pj,m;p) € E(Q) et on déduit de g; | u € E,(Q), que Hy,(g;) est faiblement convergente.
On observe également que g; = ¢; pres de K.

Maintenant soit  C SH,, () vérifiant (i) et (ii). Prenons u € K. Il faut prouver que u € &, ().
Soit u; une suite dans £2,(2) N C(Q) telle que u; | u sur Q. Considérons un compact B € et
posons pour chaque j

hj :=sup{v € SH,,(Q) / v <wu; sur B}.

Alors, hj € £2/(9) et suppH,,(h;) C B, pour tout j. Par ailleurs, h; | u sur B et sup; [ Hm(hj) <
+o0, car H,,(h;) est faiblement convergente d’apres (ii). O

Remarque 1.7.6. Le théoréme 1.7.5 nous dit que chaque u € &,,(2) est localement dans F,, (2),
i.e, pour chaque K € Q il existe @ € F,,,(Q) telle que @ = u sur K.

Définition 1.7.7. On définit la p-énergie (p > 0) de ¢ € & par

epl(ip) = / (— @) Hon().
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On généralise I'inégalité de Holder dans le lemme suivant. Si m = n c’est un résultat de Persson
[Per99]. On emprunte la méme idée.

Lemme 1.7.8. Soient u,v1, ..., vy € ES(Q) etp>1. On a

(1.7.1) /( (—w)PddCvy A ... A ddvp, A B < D (ep(u)) ep(vl)m;ﬂ?...ep(vm)m;ﬂ?,
)
ot D;1 =1 et pour chaque p > 1, D;, := prepm)/(p=1) = oy
a(p,m) = (p+ 2)(]%1)m_2 -p—1L
Démonstration. Posons
F(u,vi,..c,vm) = / (—u)Pddvi A ... A ddvp A B"™, U, 01, .y U € E9(Q).
Q

Gréce au [Per99, Theorem 4.1] il suffit de montrer que
(1.7.2) F(u,v,v1, ..., Um—1) < a(p)F(u,u, vy, ...,vm,l)P_ilF(v, v, V1, ...,vm,l)ﬁ,

otna(p)=1sip=1eta(p) = p7T sip > 1. On note T = dd°vi A ... A dd®vpm_1 A B*~™. Quand
p =1, (1.7.2) devient

/Q(fu)ddcv AT < (/Q(—u)ddcu A T)% (/Q(—v)ddcv A T)%,

qui est I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Quand p > 1, On répete la preuve de la proposition 1.2.2
pour obtenir

/ (—u)Pddv AT < p/ (—u)P~(—v)dd“u A T.
Q Q

Par I'inégalité de Holder on en déduit que
p=1 1
(1.7.3) /(fu)pddcv AT < p(/ (—w)Pddu A T) ’ (/ (—v)Pdd°u A T) ’
Q Q Q
En échangeant u et v on obtient

p—1

(1.7.4) /Q (—0)Pdd°u AT < p( /Q (—u)Pddv A T)% ( /( (—o)rddeo A T) o

En combinant (1.7.4) et (1.7.3) on obtient le résultat.
(|

Gréace au lemme 1.7.8 on peut majorer fQ(uo)pddCul A oo A ddUmy A B7T™ en termes des
ep(uj),j = 0,...,m si p > 1. Pour établir des estimées similaires quand p € (0,1) on réfere a
[GZ07).

Lemme 1.7.9. Soient u,v € E9(Q) et 0 < p < 1. Si T est un courant m-positif fermé de type
T =dd°vi A ... Ndd°Upm—i A", 0t uj € SH (Q) N LYY, Alors

—w)P(ddv)* —w)P(ddu)* —0)P(ddv)* .
/Q( )(dd)/\T§2/Q( )P(dd )/\T+2/Q( Y (ddv)" AT
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Démonstration. On imite la preuve dans [GZ07, Proposition 2.5]. Posons x(t) = —(—t)? : R~ —
R~ et observons que x'(2t) < x/(¢), Vt < 0, donc

/(—X)ou(ddcv)k/\T = /O X' (t)(dd°v)* AT (u < t)dt
Q —00

0
< 2/ X (t)(ddv)* AT(u < 2t)dt.

— 00

Comme (u < 2t) C (u<v+t)U(v<t)ona

0
/ (—x) ou (ddv)* AT < 2/ X' (8)(dd°v)* AT (u < v+ t)dt + 2 / (—x) ov (dd°v)* A T.
Q —o00 Q
Le principe de comparaison nous donne
(dd°v)E AT (u < v+1t) < (ddu)* ANT(u < v+t).
Maintenant il suffit de noter que (u < v +1t) C (u < t). O

Proposition 1.7.10. Soit 0 < p < 1. Il existe Cp, > 0 tel que

0< /(—(po)pddctpl A ANddCom A BT < Cp max ep(p;)),
Q

0<j<m
pour toutes 0 > g, ..., om € EY(Q).

Démonstration. En appliquant le lemme 1.7.9 avec u = ¢, v = @1 et T' = dd®ps A -+ - A dd®om A
S™~™ on obtient

(1.7.5) / (—go)Pdder AT < 2 / (~po)Pdd oo AT
Q Q

+ 2/(—901)? ddoy AT
Q

Dans la suite on peut supposer que ¢g = 1. Posons u = 62?;1 @i, o € > 0 est assez petit.
Observons que

C m n—m m C C n—m
(1.7.6) (dd°u)™ A B > e"ddpr A - Addpm A B

1 suffit donc de controler [, (—¢;)? Hy(u), 1 < i < m pour conclure. En utilisant encore le lemme
1.7.9 on obtient

[0 Haln) < 26,00 + 265w
Q
ot ey(u) := [ (—u)? Hy(u).
Par sous-additivité et homogénéité de ¢t — P, on a
() <> [~ Hw)
=179

donc

(1.7.7) Z/Q(*%)p H,,(u) < Tinep Zep(%).

D’apres (1.7.5), (1.7.6) et (1.7.7) on obtient
/(—ng)Pddcgpl Ao ANddCpm N BT < _dm max e, (p;)
Q " = em[l — 2meP] 1<i<m T

d’ou le résultat. O
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Du lemme 1.7.8 et de la proposition 1.7.10 on obtient facilement que :
Corollaire 1.7.11. Soient (u;) une suite dans E),() et p > 0. Si sup; e,(u;) < +00, alors
oo
u = Z 27 u; appartient a EP, ().
j=1
On est sur le point de montrer la convexité des classes de Cegrell.

Théoréme 1.7.12. On note par € l'une des classes E9,(Q), Em(Q), Fm (), ER (), FE(Q),p > 1.
FElles sont convexes et siv € E, u € SH,,(Q), u > v, alors on au € E.

Démonstration. (i) La classe £9,(Q2). Soient u,v € £2,(Q). On affirme que

/ Hpy,(u+v) =0,
(u=tv)

pour presque tous ¢t > 0. En effet, la fonction f(t) = p(u < tv),t > 0 est décroissante et continue
a droite car p = Hy,,(u + v) est une mesure de Borel. Le fait que f(t) < 400,Vt > 0 résulte du
principe de comparaison comme suit :

H(u+v) :/

%u<u+v

(1+t)m

tm

Hp(u+v) < / H,, (u) < +o0.

u<tv %u<u+v

Car plu < tv) < 4o00,Vt > 0, on a lim, f(#) = p(u < tov). Par conséquent, ensemble

I, :={t >0/ p(u = tv) > 0} coincide avec le lieu des discontinuités de f, qui est une fonction
monotone. Cela veut implique que I, est au plus dénombrable, ce qui prouve I'affirmation.
On fixe un tel £ > 0 et applique encore le principe de comparaison pour obtenir

Hy(u+v) = /uw<0Hm(u+v)+/ Hp,(u+v)

u—tv>0

/ Hm(u—i—v)—l—/ Hy,(u+0v)
Lt y<uto (1+t)v<u+v

1+4)™
< a+o” / Hpy,(u)+ (1+ t)m/ H,,(v)
_lirtu<u+y (1+t)v<utv

Q

tm
(1+t)™
tm

IN

/QHm(u)Jr(let)’"/QHm(v) < to0.

Donc, u +v € &, d’ou & est convexe.
Soient maintenant u € £2,(Q) et v € SH,,.(Q) et on pose w = max(u,v). Il faut montrer que
H,,(w) est de masse finie. On fixe h € £2, () telle que —1 < h < 0. la formule d’intégration par

parties nous donne
/ hHp,(w) > / hH,,(u).
Q Q

En faisant h | —1 on voit que [, Hp(w) < [, Hp(u). La méme méthode peut étre employée pour
les classes &£,(92), Fn ().

La classe &P (Q). Soient u,v € EP, () et u;,v; deux suites dans £, () qui décroissent vers u, v
et vérifient
supmax(/(fuj)pHm(uj),/(fvj)pHm(vj)) < +o0.
J Q Q
Il s’agit de montrer que

sup/ (—uj —v)PHy(uj +vj) < 400.
Jj JQ
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D’apres 'inégalité de Holder, il reste a controler les termes
/ (—u;)P (dd°u;)* A (ddvy)™ 5 A B et / (—vj)P(ddu;)* A (ddvj)™ % A B,
Q Q
ce qui résulte du lemme 1.7.8 et de la proposition 1.7.10.

Maintenant, soient v € SH,,(Q2), v € EP () et supposons que w > v. Prenons une suite
(vj) C EY(Q) et une suite (u;) € E2,(Q) NC(Q) telles que v; | v, uj | u, uj > v; et

sup ep(v;) < +00.
J

Sip>1, le lemme 1.7.8 nous donne
ep(uy) < /Q(*Uj)pHm(Uj) < Clep(vy) ™7 ep(uy) ™47

On en déduit que sup; e,(u;) < 400, donc u € &L, (€2).

Si 0 < p < 1, pour chaque j, posons h; = —(—v;)P. Alors h; est m-sh bornée et nulle au bord.
D’apres la formule d’intégration par parties on a

eplu) < /Q (—h) Hon () < /Q (—hy) Hon(07) = ep(07).

En combinant les deux étapes précédentes on obtient le résultat pour FP (2). O

1.7.2 Définition de ’opérateur hessien complexe

Dans ce paragraphe on montre que l'opérateur Hessien H,,(u) est bien défini pour toute u €
En(Q) Upso EP,(R2). On montre tout d’abord que les fonctions continues dans £2,(£2) peuvent étre
considérer comme les fonctions tests.

Lemme 1.7.13. C5°(Q) C £,(2) NC(Q) — E2(Q) NC().

Démonstration. On fixe x € C5°(2) et 0 > ¢ € &Y, (2). On peut choisir A > 0 assez grand de sorte
que 1 + Alz|? est plurisousharmonique. On prend a,b € R tels que

a < inf y < sup(|x| + A|z|*) < b.
Q

Maintenant on considere
o1 = max(x + A|z|> — b, BY); @o = max(A|z|> — b, By),

ol B est suffisamment grand tel que By < a —b dans supp(x). On voit sans difficulté que ¢1, p2 €
En(Q) et x = o1 — po. O

Théoréme 1.7.14. Soient u? € £,(Q),p=1,...,m et (g?)j C E2.(Q) telles que g? JuP Vp. Alors
la suite de mesures

ddgj Add°g; A ... Add g} A BT

converge faiblement vers une mesure de Radon positive qui ne dépend pas du choix des suites (gf).
On définit donc dd°u® A ... A dd°u™ A B7~™ comme cette limite faible.
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Démonstration. Supposons tout d’abord que sup; fQ H,, (gf) < +00. Alors pour toute h € £9 (Q)
on a

/ hdd®g; Nddg; A ... Addg)* A BT
Q

est décroissante. Or,

/ hHm(g5) > (inf h) sup/ Hy(g5) > —oo0.
Q @ i Ja

On voit donc que lim; [, hdd®gj A dd°gF A ... A ddgf* A f~™ existe pour toute h € &), (). Par
conséquent ddcgjl- A ddcg?- A...Ndd°gi" A BT est faiblement convergente. Suppose maintenant que
(vf)j est une autre suite qui décroit vers u?,;p =1,...,m. On a

/Q hdd®v; A dd°v} A ... A ddv)* A B

= /ijl-ddch A ddcv? AL A ddcv;n Apr™

> /Quldd% A ddv? A .. A ddvT A BT

= lim A ga, dd°h A ddvF A ... A ddvTr A BT

S1—+00

= lim ’U?ddch A dd‘:g;1 Ao Nddu A BT > L

S1—+00 Q

Y

lim  lim .. lim hjdd®gl A ddgZ, A ... Nddgl" A BMTT

s1—+00 s2—>+00 Sm—+00 Jo

= lim [ hddg} Add°g? A ...Add°gs, A BT

s—=+oo [

On en déduit que lim; [, hdd“vj A dd°v3 A ... A ddv]* A B~ existe et n’est pas plus petite que

lim hdd®g; A dd®g; A ... A\ ddg)* A B
Q

Jj—+o0

On conclut (en échangeant le role de g% et v7) que les deux limites sont égales.

Reste a enlever I'hypothese sup; fQ Hm(g;) ) < 400. Sans perte de généralité on peut supposer
que g;’ sont continues. Soit K un compact de 2. On couvre K par Wy, ¢ = 1,..., N et fixe
(hfq)j,p =1,..,m;qg=1,..,N des suites qui convergent vers u? dans W, comme dans la définition
de &,(Q2). On pose w} := Sy h7?. On peut réarranger la suite 1} telle que w} < g7 sur |J, W.

Evidemment, on a w} € &£),(Q) et sup; [, Hn(w]) < 4o0. Si on définit v] = max(g}, w}

sup; [o H,p,(v]) < +o00 et vf = g7 pres de K. Ceci acheve la preuve. O

), alors

Corollaire 1.7.15. Soient uy, ..., Um € Fm(Q) et ul, ..., ul, des suites de fonctions dans E2,(Q) N
C(Q) qui décroissent vers uq, ..., U, respectivement telles que

sup/ Hyp, (u}) < +o00.
Q

J,p

Alors pour toute ¢ € E2(Q)NC(Q) on a

lim [ pdd®ul A Addoul, AT = / dd®uy A ... A ddup, A 7™,
J=too Jo Q
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Démonstration. 1l est clair que

(1.7.8) su_p/ ddcu{ Ao AddCud, A BT < oo
i Ja

On fixe € > 0 assez petit et on considére ¢ = max(p, —e). La fonction ¢ — ¢, est continue a
support compact dans ). D’apres le théoreme 1.7.14 on a

lim (¢ — @ )dd°ul A ... Addeul, A B™ = / (p — we)dduy A ... Nddum N B
Jj—=+o0 Jo Q

En notant que || < € et en utilisant (1.7.8), on obtient le résultat. O
Des raisonnements similaires fonctionnent pour les classes £2,(2),p > 0.

Théoréme 1.7.16. Soient u',...,u™ € EF(Q), p > 0 et (g}); C EN(Q) telles que g} | u',Vi =
1,....m et

sup ep(gh) < +o0.
irj

Alors la suite de mesures ddcgjl- A ddcg?- Ao Nddegit A BT converge faiblement vers une mesure
de Radon positive qui ne dépend pas du choiz des suites (g;) On définit dd°u' A ... Add°u™ A B7~™
comme cette limite faible.

Démonstration. On fixe h € £, (Q2). Alors
/ hddcgjl» A ddcg? Ao ANddogit A BT
Q
est une suite décroissante. On déduit du lemme 1.7.8 et de la proposition 1.7.10 que

sup/ (—h)ddcgjl- Ao ANddoglt A BT < oo,
Q

J

Donc, lim; fﬂ hddcg]1 A ddcg]2 A ... ANddegit A BTT™ existe pour toute h € E0 (). Ceci implique la
convergence faible de la suite

ddcgjl» A ddcg? Ao Nddogit A BT
en vue du lemme 1.7.13. Pour démontrer le reste il suffit de répéter la preuve du théoreme 1.7.14. O

Corollaire 1.7.17. Soient uy, ..., um € EL(Q),p > 0 et w),...,ul, des suites de fonctions dans
EY () qui décroissent vers uy, ..., un, respectivement telles que

sup/(fui)pHm(ui) < 4o0.
ik Ja

Alors pour toute o € E9,(Q)NC(Q) on a

lim [ pdd®ul A AddCud, A BT = / @dduy A ... A ddum, A BT
J=too Jo Q

Démonstration. Comme dans la preuve du corollaire 1.7.15, il suffit de montrer que

lim (—pe)ddu) A ... Add°ul, A 7™ =0,
J—=+oo Jo
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ol p. = max(p, —¢). Le terme dans la limite de gauche est dominé par
eP / (—pe)Pddud A ... A ddCul, A B
Q
On sait que ¢, = ¢ pres du bord de 2. Donc

ol = [ (—oPHnlp) <@ [ Hile).

Maintenant, en appliquant le lemme 1.7.8 et la proposition 1.7.10, on obtient le résultat. O

1.7.3 Intégration par parties

On déduit du théoreme 1.7.14 et du corollaire 1.7.15 que la formule d’intégration par parties
est valide dans F,,(Q) :

Théoréme 1.7.18.
/ uddv AT = / vdd“u AT,
Q Q
Ol Uy Uy 1, ey Pp € Fn(Q) et T = ddp1 A ... Nddp, A P71

Démonstration. Soient uj,vj, o), .., | des suites décroissantes dans £2,(Q) N C(€) qui décroit
vers u, v, 1, ..., Pm—1 respectivement et telles que les masse totales sont uniformément bornées :

sup/ dd®vj NTj < +o0, Sup/ dd®u; AT < +o0,
Jj JQ j JQ

ou Tj = dd°@l A ... Add°¢’ | A B"™. Le théoréme 1.7.14 nous dit que dd®uj A Tj — dd“u A'T.
Pour chaque k € N fixé et pour tout j > k on a

/vkddcuk/\Tk > / veddu; AT > / vidd“u; N Tj.
Q Q Q

On en déduit que la suite de nombres réelles fQ vidd°u; AT est décroissante donc converge vers
a € RU{—o0}. En faisant j — 400 on obtient

/ vpdd‘u AT > a,
Q
d’ott [, vdd“u AT > a. Ainsi, pour chaque k fixé on a

/ vddu AT < / vpdd‘u AT = lim veddu; AT
Q Q Izt Ja

< / vpdd®ur N\ Tj.
Q

Ceci implique que [, vddu AT = a, d’ott le résultat. O
On obtient le méme résultat pour &7,(€2), p > 0 en faisant les mémes raisonnements.

Théoréeme 1.7.19. L’intégration par parties est permise dans E,,p > 0. Plus précisément, soient
u,v € EL(Q) et T un courant m-positif fermé de type T = dd°p1 A ...dd°pm—1 A "™, ol @; €

EP (2),Vj. Alors
/ uddvNT = / vdd°u NT.
Q Q
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1.7.4 Principe de comparaison

On montrera dans ce paragraphe que le principe de comparaison est valide dans &2, (2),p > 0.

Lemme 1.7.20. Soient E un ouvert de Q et p € £2,(Q), p > 1. Alors

/ Hy () < Capy, (E) 77 e, (0) 77
E

Démonstration. On peut supposer que E est relativement compact dans 2. On note u = um E .0
la fonction m-extrémale de E dans Q. Alors u € £2,(Q) et u = —1 dans E. D’apres le lemme 1.7.8
on a

m

/EHm(w) < /(—u)PHm(gp)gep(u)mipep(w)mﬂ

m

Q
(/Q Hm(“)) " ep(p) T = Cap,, (B) T ey () 7

IN

O

Lemme 1.7.21. Soient E C Q un ouvert et ¢ € £9,(2), 0 < p < 1. Alors pour chaque € > 0 assez
petit on a

/EHm(tp) < 2(Cap (E)) ™ + 2Capm (E)Pep(p).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que E € (). Soit u la fonction m-
extrémale de E par rapport a €. On pose a = Cap,,(E) = fQ H,,(u). Si a = 0, on a rien a
démontrer. Donc, on suppose que a > 0. En applicant le lemme 1.7.9 on obtient

[ Hate) < o [ (cufa i)

E Q
< 2aP%p(u/a®) + 2aP%ep(p)
< 92gtme 4 2aP%ep ().

Théoréme 1.7.22. Soient u,v € EE, (), p > 0 et posons A := {u > v}. Alors
TaH(u) = TpHp, (max(u, v)).

Démonstration. Soit (u;) une suite dans 2, (Q) qui décroit vers u comme dans la définition de
EP (). On déduit du théoreéme 1.3.12 que

(179) ]IAme(Uj) = ]IAme(maX(ujav))a

ou A; := {u; > v}. Considérons 1; := max(u; — v, 0). Alors ¢; | ¢ := max(u — v,0), et toutes les
fonctions sont quasi-continues.

Fixons un 0 > 0 et posons g; := %, g= %. En multipliant (1.7.9) avec g; on obtient
(1.7.10) 9iHm(uj) = gjHp(max(uj, v)).

Soient x € C§°(£2) une fonction test et € > 0. Il existe un ouvert U C € tel que Cap,,(U) < ¢,
et il existe ¢;, des fonctions continues dans 2 qui coincident avec 1j,1) respectivement sur
K :=Q\ U. La convergence monotone 1; | ¢ entraine que ¢; converge uniformément vers ¢ sur

K N Suppy, qui, a son tour, implique la convergence uniforme de h; = —wﬁ_é sur K N Suppy vers
J
h=-%

P
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Dans la suite, on note C une constante positive qui ne dépend pas de j, €. Puisque g;, h; sont
uniformément bornées, il résulte du lemme 1.7.20 et du lemme 1.7.21 que

(1.7.11) ‘/xngm(uj)—/thHm(uj)) gc./ Ho(uj) < Cle.
Q Q U
On obtient également
(1.7.12) ‘/ X9 Hp ( /XhH <C. / H,, <Chm1nf/ Hp(uj) < Cle.
Q Jj—+o0

De plus, comme h est continue sur Q et H,, ( ;) — Hp,(u), on obtient

lim X-h(Hop (u;) — Hp(u)) = 0.

j—=+oo Jo

On obtient donc

(1.7.13) hmsup’/xh Hp(uy) /XhHm(u)’ < limsup/x.|hj—h|Hm(uj).
Q Q

Jj—+oo Jj—+oo

Comme h; converge uniformément vers h sur K N suppy, on a

(714) [ el =hlH ) = [ s =)+ [ el = b )
¢ U K

C./UHm(Uj)—F|hj_h|L°°(Kﬁsuppx)/QXHm(uj)'

D’aprés (1.7.13) et (1.7.14) on obtient

IN

(1.7.15) 1imsup)/thHm(uj)—/XhHm(u)‘ < Ce
Q Q

Jj—+o0

D’apres (1.7.11), (1.7.12) et (1.7.15), on voit bien que
limsup’/xngm(uj) —/XgHm(u)’ < Ce.
J Q Q

On vient de montrer que g; Hy, (uj) = gHp(u). De fagon similaire, on obtient
g Hpm(max(uj;,v)) = gHy, (max(u,v)),
et donc gH,,(u) = gH,, (max(u,v)). Le résultat s’en suit en faisant 6 — 0. O

Théoréme 1.7.23. Soient u,v € EL (Q),p > 0 telles que u < v sur Q. Alors

Hpy,(u) > | Hp(v).
Q Q
Démonstration. Soient (u;), (v;) deux suites dans E9,(2) qui décroissent vers u, v respectivement
et h € E2(Q) NC(). On peut supposer que u; < vj, Vj. D’aprés la formule d’intégration par
parties, on a

[ emtw) < [ ).

Q
D’apres le corollaire 1.7.17, on obtient

lim Q(_h)Hm(Uj):/Q(_h)Hm('U)a et lim (—h)Hm(uj):/(—h)Hm(u).

Par conséquent, on obtient

Le résultat s’en suit en faisant décroitre h vers —1. O



Les classes d’énergie finie de type Cegrell 53

Théoréme 1.7.24. Si u € EL(Q) alors ep(u) == [,(—u)? Hy(u) < +o0. Si (u});,i=0,...,m C
En(Q), ul L u’ € EP(Q) alors

/ (—ud)dduj A ... Addu A B 2| (—u)ddCut A A ddou™ A BT
Q Q

Démonstration. D’apres le théoréme 1.7.16, on a
T; = ddcu} Ao NddouF AN BT T = dd°u* A ... A ddu™ A BPT™.

Par ailleurs, comme (—u) 1 (—u°) et elles sont semi-continues inférieurement, on a

lim inf /Q (—u)T; > / (—u")T.

J Q

Dong, il suffit de montrer que

/Q(fuo)Tj < /Q(qu)T,Vj.

Soit h € £2,(Q) NC(Q) telle que u® < h. Puisque la formule d’intégration par parties est valide
dans P, (Q), la suite ([,(—h)Tj); est croissante et sa limite vaut [,(—h)T, d’apres le corollaire
1.7.17. D’ou le résultat. (|

Théoréme 1.7.25. Sip >0 et u,v € EL(Q) on a

/{ L ) /{ ) @)

Démonstration. Fixons h € £ NC(N). La mesure H,,(v) ne charge pas des ensembles m-polaire.
Comme dans la preuve de la proposition 1.7.12 on peut montrer sans difficulté que

| ehae =0

pour presque tous 7. Cela nous permet de supposer que fu:v(—h)Hm(v) = 0.
D’apres le théoréme 1.7.22; on a

H{u>v}fﬂm(u):: H{u>v}1¥ﬂ10nax(uvv)% et H{u<v}fﬂn(v):: H{u<U}ELn(nnaX(uav>y

Par ailleurs, comme dans la preuve du théoreme 1.7.23, on peut montrer que

[t < [ mH .

Q

On en déduit que

—-hH,,(u) = —h)H,,(max(u, v
/{M}( ) Hy () /{M}( ) H (max(u, v))

IN

/Q(—h)Hm(max(u,v))—i—/ hH,, (max(u, v))

{u<v}

/Q(fh)Hm(v) +/{u<v} hHp(v) = /{u>v}(h)Hm(v).

En faisant A | —1 on obtient le résultat. O

IN
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Remarque 1.7.26. On vient de démontrer ci-dessus que

si u,v € EL(Q),p>0et h € & (Q)NC(N). Grace au théoréme de régularisation (théoréme 1.7.1)
elle est aussi valide pour toute h € SH,,(£2).

Théoréme 1.7.27. Soient u,v € EE,(Q) (p > 0) tellles que Hp(u) > Hp,(v). Alors u < v dans 2.

Démonstration. On va raisonner par absurde en supposant qu'il existe zg € Q tel que v(zp) <
u(zp). Soit h une fonction d’exhaustion de Q et choisit R > 0 tel que |z — z9| < R,Vz € . Fixe
€ > 0 assez petit de sorte que h(zp) < —eR?. La fonction d’exhaustion

P(2) := max{h(z),e(|z — 20|* — R?)}.
est continue dans Q et vérifie H,,(P)

prenons 7) > 0 assez petit tel que v(zp)
T:={z€Q/v(z) <u(z)+nP(z)} N B

> €™pB", prés de zg. Rappelons que v(zp) < u(zg), et
< u(zo) + nP(z0). La mesure de Lebesgue de I’ensemble
(20,9) est > 0 pour tout ¢ > 0. Ceci entraine que

/THm(P) > 0.

D’apres le théoreme 1.7.25 on a

/THm(u+nP)§/THm(v)
/THm(u+nP)z/THm(u)+nm/THm(P)

et H,,(v) est, par hypothese, plus petite ou égale & H,,(u). Par conséquent on obtient une contra-

diction
/ Hm(P) =
T

Par ailleurs,

1.8 La méthode variationnelle

Dans ce paragraphe on introduit la méthode variationnelle pour étudier des équations hessiennes
complexes assez singulieres. On cherche a résoudre dans les classes d’énergie finie de type Cegrell

Hy,(u) = p,

ou u est une mesure de Radon positive. On caractérise complétement 'image de Hyy, (u), u € EF, ().
L’idée de cette méthode est de minimiser la fonctionnelle d’énergie sur un ensemble compact
de fonctions m-sh. On montre ensuite que ce point minimum est la solution cherchée. Ces résultats

sont des généralisations directes de ceux de la théorie du pluripotentiel s’inspirant de la méthode
développée dans [BBGZ09] et [Ceg98, Ceg04, ACC10].
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1.8.1 La fonctionnelle d’énergie

On rappelle quelques résultats utiles.
— Si0>u; Luetue&l(Q), dapres le théoréme 1.7.24, on a e1(u;) 1 e (u).
— Siu,ve€&L(N) et u<wvalors eg(u) > e1(v).

Lemme 1.8.1. (i) Si (u;) C &,,() alors (sup; u;)* € &,,(Q).
(i) Si (uz) € £1,(Q) telle que sup; e1(uj) < 400 et uj | u, alors u € £}, (Q).
(iii) ELC = {u € EL(Q) / e1(u) < C} est un convexe compact de SH, (), pour chaque C > 0.

Démonstration. (i) Soient (¢;) une suite de fonctions continues dans £9, () telle que ¢; | ¢ :=
(sup; u;)*. Comme u; < ;, on a sup; e1(p;) < +00, qui entraine que ¢ € X (Q).

(ii) Soit (¢;) une suite dans £2,(Q2) N C() telle que ¢; | u. On pose ¥; := max(uj, ¢;). Alors
;€ EL(Q),V5 et e1(;) < er(u;). Done, u € E} ().

(iii) Soit (u;) une suite dans €. Comme sup;ei(u;) < 400, (u;) peut pas tendre uni-
formément vers —oo dans Q. Il existe donc une sous suite notée (encore) (u;) telle que u; converge
vers u € SH,,(Q) dans L (£2). Posons

loc

;= (supug)” € £,(Q), V5.
k>j

Alors @; | u et sup; ei(p;) < C. Donc, d’apres (ii), on a u € &,,(Q), et comme (—g;) 1 (—u) et
elles sont semi-continues inférieurement, on a

/(—u)Hm(u) < Hm‘inf/ (=) Hm(pj) <C.
Q Q

J
Cela signifie que u € £1:C. O

Lemme 1.8.2. Soit u une mesure de Radon positive dans Q telle que pu(d) < +oo et u ne
charge pas des ensembles m-polaires. Soit (uj) un suite dans SH,, () qui converge dans L, vers
uwe SH,, (). Sisup; [o(—uy)dp < +o0 alors [, ujdp — [ udp.

Démonstration. Comme fﬂ u;dp est bornée, il suffit de prouver que tout point d’adhérence est
fQ udp. Sans perte de généralité on peut supposer que fQ u;dp converge. La suite u; étant bornée
dans L?(u), le théoréme de Banach-Saks nous permet d’extraire une sous suite (encore notée par
u;) telle que

1 N
YN = NZ“J‘
j=1

converge dans L?(y) et pu-presque partout vers ¢. Observe également que ¢y — u dans L
chaque j € N on pose

1

ioc- Pour

¥j = (suppr)”.
k>
Alors 1; | u dans Q. Comme p ne charge pas I'ensemble m-polaire

{(suppx)* > sup @r },
k>3 k>j

on obtient t; = supys; ¢k p-presque partout. Par conséquent, t; converge vers ¢ p-presque
partout et donc u = ¢ u-presque partout. Cela entraine que

lim ujdu:hm/gojdu:/udu.
7 Ja 7 Ja Q
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Lemme 1.8.3. La fonctionnelle ey : EL,(Q) — R est semi-continue inférieurement.

Démonstration. Supposons que u,u; € &} (2) et uj converge vers u dans Li (). Il suffit de
montrer que liminf; es(u;) > eq(u). Pour chaque j € N, la fonction

@; = (supug)”
k>3

appartient & £} (Q) et ¢; | u. Dol e1(p;) T er(u). Or, e1(u;) > ei(p;) donc le résultat s’en
suit. (|

Définition 1.8.4. Une mesure de Radon positive p appartient & M; s’il existe A > 0 tel que

/(—w)du < Aey(p)V/ Y v € £ ().
Q

La fonctionnelle F), : EL () — R est définie par

Fulu) = m#H /Q (—u)Hyp (u) + /Q udy.

Lemme 1.8.5. Pour tous u,v € &L (Q),
e1(u+0) T < ey (u) T 4 ey(v) T

De plus, F,, est convexe si j € My. Dans ce cas, F, est propre au sens ot F,(u;) — +o00 dés que
e1(u;) — +o00.

Démonstration. 1l résulte du lemme 1.7.8 que
e1(u+v) < el(u)m%1 e1(u+v) ™ + el(v)m%1 e1(u +v) ™t

J
m+1

qui entraine que e;""" est convexe, donc e; l'est aussi. De la définition de M; on voit qu’il existe
une constante A > 0 telle que

1

llull L < Aer(u) ™, pour toute u € EL ().

On obtient donc
1
m+ 1

Fulug) = e1(ug) — |lujllprgy > e1(uj) — Aeq(u;) ™1 — o0.

n+1
O

Soit u : Q@ — R U {—o00} une fonction semi continue supérieurement. Supposons qu’il existe w €
EL(Q) telle que w < u. On définit la projection de u sur &}, () par

P(u) :==sup{v € £ (Q) / v < u}.

Lemme 1.8.6. Soient u,v € EL(Q) et supposons que v est continue. Pour chaque t < 0, la
fonction P(u+ tv) appartient a £} (Q), et pour chaque s < 0,

|P(u+tv) — P(u+ sv)| < |t — s|(—v).

Démonstration. Fixons t < 0. La fonction P(u 4+ tv) est semi-continue supérieurement. De plus, il
est clair que u < P(u+tv) < u+tv, ce qui implique que P(u+tv) € £ (Q). Pour tout s < t, on a

Pu+tv) < Plu+sv), et Plu+sv)+ (t—s)v<P(u+tv).

D'ot, |P(u + tv) — P(u+ sv)| < |t — s|(—v). O
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Lemme 1.8.7. Soit u :  — R une fonction continue. Supposons qu’il existe w € E} (Q) telle que
w < u. Alors

(1.8.1) /{ I Hp(P(u)) = 0.

Démonstration. Sans perte de génégalité, on peut supposer que w est bornée. D’apres le lemme de
Choquet, il existe une suite croissante (u;) C &, (2) N L>=(Q) telle que

(li}(n uj)* = P(u).

Soit zp € {P(u) < u}. Comme u est continue, il existe € > 0,7 > 0 tels que
P(u)(x) < u(zo) — e <wu(z), Vre B= B(xg,r).

Pour chaque j fixé, en approximant u;|gp par au-dessus par une suite de fonctions continues sur
OB et en utilisant [DK11, Theorem 2.10], on peut trouver une fonction ¢; € SH,(B) telle que
; =u; sur 0B et Hp,(p;) = 0 dans B. D’apres le principe de comparaison, ¢; > u; dans B. La
fonction 1;, définie par 1); = ¢; dans B et ¢; = u; dans Q\ B, appartient a £}, (Q) N L (). Pour
chaque z € 9B, on a ¢;(x) = u;(z) < P(u)(x) < u(xg) —e. On en déduit que ¢; < u(xg) — € dans
B car u(zg) — € est une constante et ¢; est m-sh. Donc, u; < ¢; < u sur Q. Cela entraine que

(limy)* = P(u).

D’apres le théoréme 1.3.10, on a H,,(¢;) = H,,(P(w)). Donc Hy, (P(u))(B) = 0, d’otu le résultat.
O

Lemme 1.8.8. Soient u,v € EL (), et supposons que v est continue. Pour chaque t < 0, on
définit
Plu+tv) —tv—u

hy = "

Alors pour tout 0 < k < m,
(1.8.2) lim [ he(dd®u)® A (dd°P(u+ tv))™ F A "™ =0.

t70 Jq
En particulier,

P tv) —
(1.8.3) i [ ZOEI) T8 ek A (dde P+ 1)) A g — / VH o (1) .

t70Jq t Q

Démonstration. Un calcul facile montre que h; est décroissante en ¢, et 0 < hy < —v. Pour chaque
s < 0 fixé on a

lim [ he(dd“u)® A (dd°P(u + tv))™ % A o™
t/(O 9]

<lim [ he(dd°u)* A (dd°P(u+ tv))™ F A gn—™
t/(O 9}

_ /Q he(ddou)™ A B < / (—o)(dd°u)™ A 8",

{P(u+sv)—sv<u}
Soit uy € £2,(Q2) N C(Q) une suite décroissante qui converge vers u telle que

/ (—v)(dd°uw)™ AT < 2 / (—v)(ddu)™ A "™

{P(u+sv)—sv<u} {P(ur+sv)—sv<u}
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D’apres la remarque 1.7.26 et le lemme 1.8.7, on pourra conclure que

/ (—v)(ddu)™ A g™

{P(ur+sv)—sv<u}

< / (—v)(dd®(P(uy + sv) — sv))™ AT
{P(up+sv)—sv<up}
< -sM —0, quand s — 0.

Ici, M désigne une constante qui ne dépend que de m, [[v|, et de [, v(dd®(u + v))™ A g™,
L’équalité (1.8.3) est tirée de 1’égalité (1.8.2). La preuve est donc complete. O

Lemme 1.8.9. Soient u,v € EL(Q), et supposons que v est continue. La fonction
g(t) =e1(P(u+tv)),teR

est différentiable en O et

40 =+ 1) [ (<o) (w)

Q
Démonstration. Sit > 0, P(u + tv) = u + tv. Un simple calcul montre que
g0 = (m+1) [ (~0)Hn(w)
Q

Pour calculer la dérivée a gauche, remarquons que

% ( /Q (= P(u+ tv))(dd* P+ tv))™ A g7~ — /Q (—u)(dd®u)™ A 5"””)

=3 [ P Gy (e P+ ) g
k=0 "

1l suffit maintenant d’appliquer le lemme 1.8.8. O

1.8.2 Résolution

Dans ce paragraphe on utilise les formules variationnelles établies ci-dessus pour résoudre
H,,(u) = p, et pour donner une caractérisation de ce type de mesures. Le lemme suivant est
important pour la suite.

Lemme 1.8.10. Soit u une mesure de Radon positive qui satisfait p(2) < 4+o00. Supposons qu’il
existe A > 0 telle que

(1.8.4) /(750)2 du < Aer(p) e pour toute ¢ € 5%1(9)
Q

Alors pi € My. De plus, pour toute suite {v;} C E}(Q) telle que sup; e (v;) < +oo, il existe une

sous suite {v;, } telle que
/ v, dp — / vdp.
Q Q

Finalement, il existe une unique function u € £} (), telle que H,,(u) = p.
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Démonstration. Fixons ¢ € £} (Q). On déduit de (1.8.4) qu'il existe une constante A > 0 telle que

/Q(—so)dué([2(—w)2du)1/2u(9)1/2 < A2y ()T ()2

1

= Cei(p)™T <400, ol C=A"2uQ)"?,

ce qui implique que y € M.

Supposons maintenant que {v;} C &, (2) satisfait sup; e;(v;) = C' < +o0. D’aprés la compacité
de £4¢ (lemme 1.8.1), on pourra en extraire une sous suite (encore notée v;) qui converge au sens
des distributions vers v € L (Q). L’inégalité (1.8.4) nous donne

sup/ (—v;)? dp < +o0.

i JQ

D’apres le lemme 1.8.2, on voit que fQ v du — fQ vdp.
Montrons la derniére affirmation. Soit (u;) C &} () telle que

li V= inf <0.
l;mfu(ug) e Fulv) <0

D’apres la propreté de la fonctionnelle ;, (lemme 1.8.5), on obtient sup, e (u;) < +oo. Il résulte de
la premiere partie qu’il existe une sous-suite (encore notée (u;)) telle que u; converge vers u dans

Li () et telle que fﬂ u;dp — fﬂ udp. D’apres le lemme 1.8.3, €1 est semi continue inférieurement.

Donc,

liminf F,(u;) = hmmfel(u]) + lim [ widp > eq(u) — ||uli = Fu(u).

j—o00 j—=oo Jq
On en déduit que u est un point minimum de F,, sur &}, (Q).

Soit maintenant v € £2,(Q) N C(Q2). La fonction g(t) := #H 1(P(u+tv)) + [,(u+ tv)dp est
différentiable en O et

g(0) = — /Q wHo(u) + /Q vl

Comme P(u+tv) < u+tv, ona g(t) > Fulei(P(u+tv)) > Fu(u) = g(0), Vt € R. Donc ¢'(0) = 0,

ceci donne
/va(u):/Udu.
Q Q

Théoréme 1.8.11. Si € My alors il existe une unique u € EL(Q) telle que Hy,(u) = p.

Démonstration. Le fait que la solution soit unique est une conséquence immédiate du principe de
comparaison.

Montrons l'existence. Supposons tout d’abord que p est a support compact dans K € 2, et
posons hx = h}, x q la fonction m-extrémale de K par rapport a 2. Posons

M = {1/ >0 /suppr C K, / )2dv < Cey(yp )m2+1 pour toute ¢ € Srln(Q)} ,

ot C' désigne une constante fixée telle que C > 2e;(h K)Z_li Pour chaque compact L C K , on a
hx < hr. On en déduit que eq(hr) < e1(hk). Par conséquent,

/Q(w)QHm(hL) < 2||hL||/ Vdd“o) A (dd°hy) ™ A
< 2(/g(—<p)Hm(<p))m—H</ﬂ( hi)H. (hL))%
< Cei(p)™r,
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pour toute ¢ € EL (Q). Cela implique que H,,(hr) € M pour tout compact L C K.

Posons T' = sup{v(2) / v € M}. On affirme que T < +00. B
En effet, comme  est m-hyperconvexe, il existe une h € SH,. () NC(N) telle que

Ke{h<-1} €.
Pour toute v € M, on a

v(K) < /K(—h)dv < Ces(h)7r,

d’ou l'affirmation s’en suit.

Fixons vy € M telle que v(£2) > 0. Définissons

M = {VZO/V(Q):L suppr C K,

/Q(—w)de

Alors, pour chaque v € M et p € EL(Q),

B 5 (T — v(Q))dvy + vo(Q2)dv) T—-v(Q) oV2dy 1 oV2dy
/Q( %) Too () S ) /Q( w) dvo + Q( ©)7d

(i) +7) 2™

(% + %) 61(‘:0)”%“-

IN

) el(go)m%1 pour toute ¢ € Erln(ﬂ)} ,

IN

On en déduit que
(T —v(2)vo + vo(Q)v)
Tro(S2)

€ M, pour toute v € M.

On pourra conclure que M’ est un ensemble (non vide) convexe et faiblement compact dans I’espace
des mesures de probabilité.

Il résulte de [Rai69] qu’il existe une mesure v € M’ et une fonction f € L'(v) telles que pu =
fdv + v, ol v, est orthogonale & M’. Remarquons que toutes mesures orthogonales & M’ sont &
support dans un ensemble m-polaire puisque H,,(hr) € M pour tout L € K. On en déduit que
vs = 0 car pu ne charge pas des ensembles m-polaires.

D’apres le lemme 1.8.10, pour chaque A € M’ il existe une unique fonction u € &£ (Q) telle
que (ddu)™ = A.
Pour chaque j € N posons p; = min(f, j)v. Alors u; satisfait (1.8.4) comme v puisque p; < j.v.
Par conséquent, il existe u; € L (Q) telle que H,y,(uj) = p;. Il est clair que {u;} décroit vers une
fonction u € L (Q) qui vérifie Hy,(u) = p.

Pour terminer la preuve, il reste & traiter le cas ou p est seulement dans M. Soit {K;} une

suite d’exhaustion de compacts de €2 et considérons p; = X, dp. Remarquons que (u;) décroit
vers u € SH,, (). 1l suffit de montrer que sup; e1(u;) < +o0o. Comme y € My, on a

erluy) = [ ()l = [ (i< [ (Cudu des(uy) 7,

J

ce qui implique que eq(u;) est uniformément bornée, d’ou le résultat. O
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Lemme 1.8.12. Soit u une mesure positive de masse finie, u(Q) < +o0, telle que p < Hp, (¥), ot v
est une fonction m-sousharmonique bornée dans Q. Alors il existe une unique fonction ¢ € F} ()
telle que = Hp ().

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que —1 < ¢ < 0. Considérons h; =
max (¢, jh), ot h € £9, () est une fonction d’exhaustion de 2. Posons A; := {z € Q / jh < —1}.
D’apres le théoréme 1.8.11, il existe (¢;); C £3,(2) telle que Hy,(p;) = La, p, Vj. Par conéquent,

0> ;> hj >1p, and @; | ¢ € F)(9Q).

On démontre maintenant un théoreme de décomposition de type Cegrell.

Théoréme 1.8.13. Soit u une mesure positive dans €1 qui ne charge pas les ensembles m-polaires.
Alors il existe p € E3, () et 0 < f € L (Hpm(p)) telles que p = f.Hy(p).

Démonstration. On suppose tout d’abord que p est a support compact. On utilise le théoreme
1.8.11 pour trouver u € EL () et 0 < f € LY (Hp(u)) telles que p = f.Hy,(u), et suppH,,(u) € Q.
Considérons

Y= (—u)"" € SHm(Q) N L5 ().

Alors (—u)~2"H,, (u) < Hy,(¢). Puisque H,,(u) est & support compact dans €, on pourra modifier
1 au voisinage de 952 de sorte que ¢ € £9,(2). D’apreés le lemme 1.8.12, on a

(=) 2" Hin(u) = Hin(9), @ € £,(Q).

Cela nous donne p = f(—u)*™. Hy, ().

Reste a traiter le cas ol p n’est pas a support compact. Soit (K;) une suite de compacts
exhaustive de 2. D’apreés ce qui précede il existe uj € E2,(Q) et f; € LY (Hy(uj)) telle que T, =
fiHm(uj). Prenons une suite de nombres positives (a;) qui vérifie o := 372, aju; € £),(Q). La
mesure p est absolument continue par rapport & H,,(¢). Donc,

1= gHp(p) et g € Lig.(Hum ().
O

Proposition 1.8.14. Soit y une mesure de Radon positive sur . Alors p € My si et seulement
si EL(Q) C LY (p).

Démonstration. L’implication ”=>" est évidente. Pour I’autre implication ”<=”, on va raisonner par
I'absurde. Supposons que p satisfait £}, (Q) C L'(u), et qu’il existe une suite (uj) C £} (Q) telle
que

X 1
[ Cuda = jex w7
Q

On pourra supposer que e (u;) = 1,Vj. Pour chaque j, posons v; = Zi:l k—guk. D’apres le lemme
1.8.5, on a

1 g 1 1 J 1

e1(v;) ™1 < Z ﬁel(uk)mﬂ = Z 72
k=1 k=1

Cela implique que v = lim;_, 1 v; € EL(Q). Par ailleurs, d’aprés I'hypothése on a

— J
(7U)dﬂ Z 5 +OO,
/Q ; J?

ce qui entraine une contradiction &L (Q) ¢ L(u). O
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Les mémes raisonnements peuvent étre employés pour les classes P (Q2), p > 0.

Proposition 1.8.15. Soit u une mesure de Radon positive sur Q et p > 0. Alors EF,(2) C LP(u)
si et seulement si il existe une constante C' > 0 telle que

/Q (—u)Pdp < Cep(u) ™57, Yu € EP ().

Démonstration. L’implication "< est évidente. Pour 'autre implication ”=-", on suppose que u
satisfait EF (Q) C LP(u) et qu’il existe une suite (u;) C EP () telle que

/sz(—uj)pdﬂ > 4Pep (ug) ™.

On peut supposer que e,(u;) = 1,Vj. D’aprés le corollaire 1.7.11, v = "7 27Jv; appartient &
&P (£2). Pourtant,

/(—U)pd,u > /(—Q_jvj)pdu > 297 5 400,
Q Q
ce qui implique que &2, (Q) ¢ LP(u), d’ou le résultat. O

Remarque 1.8.16. Si u,v € X (Q) et (u;), (vj) C EY(Q) décroissent vers u,v respectivement,
alors d’apres le lemme 1.7.8 et la proposition 1.7.10,

/Q(—u)pHm(v) < 1imjinf /Q(—uj)pHm(vj) < +o00.

Donc, &F,(QY) C LP(H,,(v)) et la proposition 1.8.15 assure qu'il existe C,, > 0 telle que
/ (—u)?H,, (v) < Cpep(u) 77, Yu € EP(Q).
Q

Il n’est pas clair que I'on puisse obtenir cette inégalité directement en utilisant ’inégalité de Holder.

Théoréme 1.8.17. Soit u une mesure de Radon positive sur § telle que EP,(Q) C LP(u),p > 0.
Alors il existe une unique ¢ € EP (Q) telle que Hpy, () = p.

Démonstration. Puisque p ne charge pas des ensembles m-polaires, le théoreme de décomposition
de type Cegrell (Theorem 1.8.13) nous donne

p=fHn(u), u€&n(Q), 0<f € Lig(Hn(u).
Pour chaque j, on utilise le lemme 1.8.12 pour trouver ¢; € €9 () telle que
Hp(pj) = min(f, j)Hp (uw).
D’apreés la proposition 1.8.15, sup; ep(p;) < +00. Donc, d’apres le principe de comparaison, ¢; |
© € EL (Q) qui résout H,,(p) = p. L’unicité résulte du principe de comparaison. O
Par le méme raisonnement, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 1.8.18. Soit pu une mesure de Radon positive sur Q telle que p(2) < 4o0. Si p ne
charge pas les ensembles m-polaires, alors il existe une unique o € Fp,(Q2) telle que Hp, () = p.

Démonstration. Puisque p ne charge pas des ensembles m-polaires, le théoreme de décomposition
de type Cegrell (Theorem 1.8.13) nous donne

p=fHp(u), ue&n (), 0< fe Lig(Hp(u).
Pour chaque j, on utilise le lemme 1.8.12 pour trouver ¢; € £2,() telle que
Hp ;) = min(f, j)Hm (u).

Or, sup; fQ H,(pj) < p(€) < +o00. Donc, d’apres le principe de comparaison, ¢; | ¢ € EP, () qui
résout H,,(¢) = p. L’unicité résulte du principe de comparaison. o
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Proposition 1.8.19. Soient u,v € EE,(QQ), p > 0. Il existe deux suites décroissantes (u;), (v;) C
EL(Q) telles que u; | u, vj L v, et

lim (—u; )P Hp(vj) :/(—u)pHm(v).

j—+o Jo Q
En particulier, si ¢ € EP(Q), il existe (¢;) C E9,(Q) qui décroit vers ¢ et satisfait
ep(9s) = enl(p):

Démonstration. Soit (u;) une suite dans £), (€2) qui décroit vers u et vérifie sup; [o,(—u;)? Hp (u;) <
+o00. Puisque H,,(v) vaut zero sur les m-polaires, le théoréme de décomposition de Cegrell (théoréme
1.8.13) nous donne

Hy(v) = fHu($), ¥ € E(Q), 0 < f € Ligo(Hm ().
Pour chaque j, utilisons le lemme 1.8.12 pour trouver v; € £2,(Q) telle que
Hp(v;) = min(f, j) Hp (1).

D’apres le principe de comparaison on a v; | ¢ € &P (Q) qui résout H,,(p) = Hy,(v), et qui, & son
tour, implique que ¢ = v. On a alors

/(—U)pHm(U) =lim [ (—uy)’ min(f, j)Hpn(¢) =lim | (—u;)? Hp(v;).
Q i Ja i Ja

1.9 Exemples

Lemme 1.9.1. Si ¢ € E2(Q), p > 0 alors
1

Capm(QO < *t) S C’.ep(ga).tm—_i_p,
ou C' > 0 désigne une constante qui ne dépend que de m.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que ¢ € E9, (Q). Fixons u € SH,,(Q)
telle que —1 < u < 0. Observons que, pour chaque ¢ > 0,

(p<=2t) C(p<tu—t)C(p<-—t).

D’apres le principe de comparaison (corollaire 1.3.13), on a

1 1
{p<—2t} t {p<tu—t} t {p<tu—t}
1 1
< — Hi(p) < /(—w)pHm(so)-
tm {p<—t} e Q

O

Proposition 1.9.2. Soit = fdV, 0i.0 < f € LP(Q,dV), 2 > p > 1. Alors pour tout ¢ < %,
il existe ¢ € F1(Q) tel que
p= Hp(p).
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Démonstration. Fixons 0 < r < —2—. D’apres I'inégalité de Holder, et [DK11, Proposition 2.1], il

n—m’

existe C' > 0 qui ne dépend que de p, 7 et fQ fPAV telle que

p—1 r(p—1)
(1.9.1) W(K) < CVol(K)F < CCapm(K)" 7
Prenons 0 < ¢ < %’Z;) et u € £,(Q). D’apreés le théoréme 1.8.17 il suffit de montrer que

u € L9(p), qui est équivalent & montrer que

“+oo
/ w(u < —tY9)dt < 400,
1

Ce qui est une conséquence immédiate de (1.9.1) et du lemme 1.9.1. O
L’exposant ¢(p) = % est optimal comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 1.9.3. Considérons ¢, =1 — ||z[|7>*, oll & est une constante dans (0, 2=). Un calcul
facile montre que ¢, € Fpn () et

Hp(po) = Cllz|| 2™y = f.dV.

On a donc
n—m

Yo €EFL(Y) <= ¢ < -m

)

tandis que

LP(Q) B
fa € (,MU@:p<mm+U



Chapitre 2

Equations hessiennes complexes
dégénérées sur les variétés
kahlériennes compactes

2.1 Introduction

Soient (X, w) une variété kiahlérienne compacte de dimension n et m un entier tel que 1 < m < n.
On étudie I'équation suivante

(2.1.1) (w+dd°e)" ANW™™™ = F(z, p)w",

ou la densité F : X x R — RT vérifie certaines conditions naturelles (voir le théoréme 2.1.1
ci-dessous).

Le cas m = 1 correspond a I’équation de Poisson classique, tandis que le cas m = n correspond
a l’équation de Monge-Ampere complexe dégénérée, qui a été étudiée de maniere intensive ces
derniéres années (voir [B103, Bl05, Bl12, BGZ08, BK07, EGZ09, GKZ08, GZ05, GZ07, Kol98,
Kol02, Kol03, Kol05]). Donc, I’équation (2.1.1) est une généralisation de I’équation de Poisson et
de I'équation de Monge-Ampere.

Suivant Blocki [B105] on développe une ”théorie du potentiel” pour 1’équation hessienne com-
plexe sur les variétés kéillériennes compactes. On définit la classe des fonctions (w, m)-sousharmoniques
qui est une généralisation de la classe des fonctions w-plurisousharmoniques quand m = n. La
définition de l'opérateur hessien complexe pour les fonctions (w,m)-sh bornées est délicate en
raison de I'absence d’un théoreme de régularisation.

Pour contourner cette difficulté, on introduit une notion de capacité et I'utilise pour définir
le concept de "convergence quasi-uniforme”. Ceci nous permet de définir une classe convenable
des fonctions (w, m)-sh quasi-continues pour laquelle 'opérateur hessien complexe est bien défini
et continue pour les limites quasi-uniformes. On montrera que cette définition coincide avec la
définition par la méthode de Bedford et Taylor. On obtient également le principe de comparaison
et des résultats de convergence pour cet opérateur.

Avec ces outils de théorie du potentiel & disposition, nous considérons 1’équation hessienne
complexe dégénérée (2.1.1). Le premier résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 2.1.1. Soit (X,w) une variété kahlérienne compacte de dimension n. Fizons un entier
1<m<mn. Soit F: X xR —[0,400) une fonction vérifiant les conditions suivantes :
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(F'1) pour presque tout x € X, t — F(x,t) est croissante et continue,

(F2) pour chaque t € R fixé, il existe p > n/m tel que la fonction x — F(x,t) appartient ¢ LP(X),
(F3) il existe tg € R tel que [y F(. to)w" = [ w™.

Alors il existe une fonction p € Pp(X,w)NCO(X) , unique a une constante additive preés, telle que

(w4 ddQ)" ANw"™™ = F(x, p)w".
De plus, siVe € X, t — F(x,t) est strictement croissante, alors la solution est unique.

Remarquons que la condition (F3) est immédiate si F(., —00) = 0 et F(.,+00) = +00. Un cas
particulier important est la fonction exponentielle F(z,t) = f(z)el.

Ce résultat est une généralisation de celui de [DK11]. Le point clé dans leur preuve est une
estimée volume-capacité.

Comme application de la théorie du potentiel que 'on a développé, on considere un cas par-
ticulier : les variétés compactes kéhlériennes homogenes. Supposons que (X,w) est une variété
kéhlérienne compacte satisfaisant aux conditions suivantes :

(H1) X = G/H ou G est un groupe de Lie complexe et H C G est un sous groupe fermé.

(H2) 1l existe un sous groupe compact K C G qui agit transitivement sur X.

(H3) w est invariante par K.

Dans ce contexte on peut régulariser une fonction (w,m)-sh par une suite de fonctions (w, m)-
sh lisses en prenant la moyenne par la mesure de Haar de K. C’est la méme construction que
dans [G99] et [Hu94|. Par le méme raisonnement comme dans [EGZ09] on obtient le résultat de
régularité suivant :

Théoréme 2.1.2. Soit (X,w) une variété compacte kihlérienne vérifiant (H1), (H2), (H3) et

supposons que F satisfait aux conditions (F1), (F2) et (F3) du théoréme 2.1.1. Alors lunique
2(mp—n)

solution de (2.1.1) est continue Holdérienne d’exposant v pour tout 0 < v < PO, e o

Remarque 2.1.3. Quand m = n on obtient le méme exposant v que dans [EGZ09].

2.2 Préliminaires

2.2.1 Fonctions w-sousharmoniques

Dans ce paragraphe, 2 C X est un ouvert contenu dans une carte locale de X.

Définition 2.2.1. Une fonction u € L*() est dite faiblement w-sousharmonique (ou w-sh) sur
si
dd°u A w1 >0,

au sens faible des courants.
D’apres Littman [Lit63] les fonctions w-sh ont la propriété d’approximation suivante.

Proposition 2.2.2. Soit u une fonction faiblement w-sh dans €. I existe une famille ¢ un pa-
ramétre de fonctions (up)p>0 ayant les propriétés suivantes : pour tout compact ' C Q,

a) up est lisse dans Q' si h est suffisamment grand,

b) ddup Aw™ ™t >0 dans

¢) uyp, est décroissante avec h croissant et limy, oo up(x) = u(x) presque partout dans ',

d) up est donnée explicitement par

uh(y):/QKh(x,y)u(x)das,
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ou K}, est une fonction lisse positive et

Kp(z,y)dy — 1,
Q

uniformément en x € Q' lorsque h — +o0.

Définition 2.2.3. Une fonction u est dite w-sh si elle est faiblement w-sh et pour chaque ' € Q,
limp 00 up () = u(x), Vo € ', olt uy, est construit comme dans la proposition 2.2.2.

Remarque 2.2.4. Toute fonction continue, faiblement w-sh est w-sh.

Si (u;) est une suite de fonctions continues w-sh qui décroit vers une fonction u qui n’est pas
identiquement —oo, alors u est w-sh.

Si u est faiblement w-sh alors la limite limp_, 4 o (up,) est une fonction w-sh qui coincide presque
partout sur X avec u.

Soit (u;) une suite de fonctions w-sh et supposons que (u;) est uniformément majorée. Alors
u = (lim sup; u;)* est w-sh. Ici, pour une fonction v, on emploie v* pour désigner la régularisation
semi-continue supérieurement de v.

Le lemme suivant de type lemme de Hartogs se démontre de la méme facon que dans le cas
classique.

Lemme 2.2.5. Soit (ut)i>0 une famille de fonctions w-sh dans Q0 et uniformément bornée dans

Li (Q). Supposons que un compact donné K C Q il existe une constante C > 0 telle que v(z) =

limsup;_, , o, us(z)]* < C sur K. Alors pour tout € > 0, il existe T, tel que us(x) < C+ € pour tout
t>1T, et tout x € K.

2.2.2 Fonctions (w, m)-sousharmoniques

Définition 2.2.6. Soit « une (1, 1)-forme réelle sur X. On dit que « est (w, m)-positive au point
P € X si en ce point,
FATE>0, VE=1,...,m.

On dit que « is (w, m)-positive (sur X) si elle I’est en tout point de X.
Remarque 2.2.7. Localement en P € X avec les cordonnées locales z1, ..., z,, on a
i _
a= p Zozjlgdzj A dzg,
Jik
et

) _
w=— Zgj,;dzj A dzy.
gk
Alors « est (w,m)-positive en P i si et seulement si les valeurs propres A(g~'a) = (A1, ..., \,) de

la matrice aj,-c(P) par rapport a la matrice g;; (P) appartiennent & I';,,. On vérifie facilement que
ces valeurs propres ne dépendent pas du choix des cordonnées locales.

On peut montrer facilement la propriété suivante :
Proposition 2.2.8. Une (1,1)-forme réelle o est (w,m)-positive si et seulement si
aAABLNA oA B AWV >0,

pour tous (1,1)-formes (w, m)-positive B1, ..., Bm—1.
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Définition 2.2.9. Un courant T de bidegré (p,p) (p > n — m) est dit (w, m)-positif si
a1 N o Na_p NT >0,
pour tous (1,1)-formes (w, m)-positives aq, .., Gtp—p.

Suivant Blocki [BI05] on peut définir la notion de (w,m)-sousharmonicité pour les fonctions
singulieres.

Définition 2.2.10. Une fonction ¢ : X — R U {—o0} est dite (w, m)-sousharmonique (ou (w,m)-
sh) si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) Dans chaque carte locale 2, étant donné p un potentiel local de w, la fonction u := p + ¢
est w-sousharmonique sur €2,

(ii) Pour toutes (1,1)-formes (w, m)-positives 1, ..., Bm—1 on a, au sens faible des mesures,

(WHdd°@)ABL A o A Brp—1 Aw™™ > 0.

On note SH,,, (X, w) 'ensemble de tous fonctions (w, m)-sh sur X. Observons que, par définition,
toute p € SH,, (X, w) est semi-continue supérieurement.
Les propriétés suivantes sont faciles & démontrer.

Proposition 2.2.11. (i) Une fonction ¢ de classe C* sur X est (w,m)-sh si et seulement si la
forme (w + dd°p) est (w, m)-positive, ou de fagon équivalente

(w4 dd°p) A (w+ ddur) A oo A (w + ddUp—1) AwW™™™ >0,

pour tous fonctions (w, m)-sh de classe C? Uy, ..., Upm—1.
(i) Si p, ¢ € SHm(X,w) alors max(p,v) € SHy, (X, w).
(i) Si p, ¢ € SHm(X,w) et A € [0,1] alors Ap + (1 — A\)yp € SHupm (X, w).
(iii) Si (¢;) C SHm(X,w) est uniformément majorée alors (limsup; ;)" € SHm(X,w).

Gréace au lemme de Hartogs 2.2.5, la proposition suivante peut étre démontrée de la méme fagon
que le cas des fonctions w-plurisousharmoniques (voir [GZ05]).

Proposition 2.2.12. Soit (¢;) une suite de fonctions dans SH, (X, w).
(i) Si (p;) est uniformément majorée sur X, Alors soit ¢; converge uniformément vers —oo
ou la suite (p;) est relativement compacte dans L'(X).

(i) Si p; — ¢ dans L'(X) alors
sup ¢ = lim(sup ;).
X i X

On déduit de la proposition 2.2.12 le résultat de compacité suivant

Lemme 2.2.13. [l existe une constante C > 0 telle que pour tous ¢ € SHpy(X,w) vérifiant

supy ¢ =0 on a
/ pw™ > —C.
X

C={peSH(X,w) / supcpSO;/ ow™ > —C}
X X

Il s’en suit donc que

est un compact conveze de L'(X).
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2.3 L’opérateur hessien complexe

Un des points clés dans la théorie du pluripotentiel est de savoir approximer une fonction quasi
psh par une suite de fonctions quasi-psh lisses ([BKO07], [De92]). Un tel résultat pour les fonctions
(w, m)-sh n’est pas connu. Pourcontourner cette difficulté, on va travailler dans une classe (& priori)
restrictive définie a I’aide de la convergence quasi-uniforme par rapport a la capacité.

2.3.1 Capacité

Définition 2.3.1. Soit E C X un sous-ensemble de Borel. On définit la (w, m)-capacité intérieure
de F par

cap,, , (E) := sup {/ Wl AW ) o € SHp(X,w)NC*(X),0< p < 1}.
E
La (w, m)-capacité extérieure d’un sous-ensemble E C X est définie par
Cap,, ,,(E) = cap, ,,(E) := inf {capwym(U) / ECU, U estun sous-ensemble ouvert de X}.

Si E est ouvert, il est évident que cap,, ,,,(E) = Cap,, ,,,(E). Il résulte directement de la définition
que cap,, ,, et Cap,, ,, sont monotones croissantes et o-sous-additives.

Observons que si ¢ € SH,,(X,w)NC3(X),0< ¢ <M (M > 1), alors pour tout ensemble de
Borel F C X,

(2.3.1) /Ew;f‘ Aw"™™ < M™cap,, ,, (E).

Définition 2.3.2. Une suite (¢;) converge en cap,, ,, vers ¢ si pour tout 4 >0 on a

hm Capw,m(kpj - 50| > 5) =0.

j—o0
On peut définir la convergence en Cap,, ,,, de la méme fagon. Cependant, on ne sait pas si ces deux
notions coincident.

Définition 2.3.3. Une suite de fonctions (¢;) converge quasi-uniformément vers ¢ sur X (par
rapport & cap,, ,,) si pour tout e > 0 il existe un ouvert U C X tel que cap,,,,(U) < € et ¢;
converge uniformément vers ¢ dans X \ U.

Cette convergence est presque équivalente a la convergence en capacité comme le résultat suivant
montre.

Proposition 2.3.4. (i) St ¢; converge quasi-uniformément vers @, alors pour chaque 6 > 0,
lim Cap,, ,,(l¢; — ¢l > 6) = 0.
]-}OO

(i1) Réciproquement, supposons que (p;) est une suite de fonctions et ¢ est une fonction telle que
pour tout § > 0,

j—oo ’
Alors il existe une sous suite (¢;,) convergeant quasi-uniformément vers ¢ sur X.

Démonstration. La premiere affirmation est évidente, il suffit de montrer la deuxieme. On peut
trouver une sous suite (notée encore (¢;)) telle que

Cap,, ,, (lp; — ¢l > 1/j) <277, V.

Pour chaque j, soit U; un ouvert de X tel que (J¢; — ¢ > 1/j) C U; and Cap,, ,,(U;) < 279F1,
Alors pour chaque € > 0, on peut trouver k € N tel que U;j>,U; est un ouvert de Cap,, ,, plus
petite que € et ¢; converge uniformément vers ¢ sur son complémentaire. o
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Définition 2.3.5. On note P,,(X,w) Pensemble des fonctions ¢ € SH,, (X, w) telles qu'il existe
une suite de fonctions (w,m)-sh de classe C2, (p;) qui converge quasi-uniformément vers ¢ sur
X. De facon équivalente, on peut remplacer la convergence quasi-uniforme par la convergence en
Cap,, ,, grace a la proposition 2.3.4.

Proposition 2.3.6. (i) Toute ¢ € P,,(X,w) est quasi-continue, i.e. pour tout € > 0 il existe un
ouvert U C X tel que Cap,, ,,(U) < € et tel que la restriction de ¢ a X \ U est continue.
(i1) Si @; | ¢ dans Pp(X,w) alors (p;) converge quasi-uniformément vers ¢.

Démonstration. La premiere affirmation découle directement de la définition.

Montrons (ii). D’aprés (i) pour chaque € > 0, il existe un ouvert U de Cap,, ., plus petite que €
tel que ¢;, ¢ sont continues sur X \ U qui est compact. D’apres le théoreme de Dini, ¢; converge
uniformément vers ¢ sur X \ U.

O

Remarque 2.3.7. 1. On a des inclusions évidentes
SHum(X,w) NC*HX) C Pp(X,w) C SHm(X,w),

et
PSH(X,w) C Pm(X,w).

2. En général, on ne sait pas si toute fonction (w,m)-sh appartient & P,,(X,w) méme si elle est
continue. Cependant, si (X,w) est homogeéne (voir la remarque qui suit le théoréme 2.5.1), on a

SHm(X,w) NC(X) C Po(X,w).

Remarque 2.3.8. La convergence quasi-uniforme implique la convergence point par point en
dehors d'un sous-ensemble de Cap,, ,,, zero. De plus, si (¢;) est uniformément bornée et converge
quasi-uniformément vers ¢, alors on obtient la convergence dans LP pour tout p > 0. En effet, pour
chaque € > 0 et chaque ouvert U comme dans la définition 2.3.3, on a

/ lpj —plfu™ < / lpj — plfw™ +/ loj — plPw”
X X\U U
= / lpj — @Pw™ +sup |p; — [P .cap, ,,,(U)
X\U X,J
< / lpj — @lPw™ + Ce.
X\U

En prenant le limsup sur j et faisant € — 0 on obtient

limsup [¢; — ¢l = 0.
J

Lemme 2.3.9. Si ¢, 1) appartiennent d la classe Py, (X,w) alors il en est de méme de max(p,1)).

Démonstration. Soient (¢;), (1;) deux suites uniformément bornées de fonctions dans SH., (X, w)N
C%(X) qui convergent quasi-uniformément vers ¢, ¢ respectivement. Posons

1 . .
= max(p,¥); uj = max(p;,9;); v; = = log(e’? +e/¥9).
j

Alors pour chaque j, v; appartient & SH., (X, w)NC?(X). Pour chaque € > 0 il existe un ouvert U de
cap,, ,, plus petite que € tel que p;,1); converge uniformément sur X \ U vers ¢, v respectivement.
Puisque u; < v; <log(2)/j + u; et u; converge uniformément vers v sur X \ U on déduit que v;
converge uniformément vers u sur X \ U. O



L’opérateur hessien complexe 71

2.3.2 Mesure hessienne

Dans ce paragraphe on définit la mesure hessienne complexe des fonctions dans SH,, (X, w)
qui peuvent étre approximé en (en cap,, ,,) par les fonctions de classe C? dans SH,(X,w). En
particulier, la mesure hessienne d’une fonction u € P, (X,w) N L (X) peut étre définie au sens
des courants suivant la méthode de Bedford et Taylor.

Théoréme 2.3.10. Soit ¢ € SH., (X, w) telle qu’il existe une suite uniformément bornée (¢;) de
fonctions (w,m)-sh de classe C* qui converge en cap,, , vers p. Alors la suite de mesures

Hp(pj) == (w+dd;)" Aw™™™

converge (faiblement au sens des mesures) vers une mesure de Radon positive . De plus, u ne
dépend pas du choiz de la suite d’approzimation (p;). On définit alors la mesure hessienne de ¢

par Hy, () := p.

Démonstration. Puisque la suite de mesures Hy,(¢;) est & masse uniformément bornée (par [, w™),
elles sont dans un ensemble faiblement compact. Il suffit donc de montrer que tous les points
d’adhérence de cette suite sont les mémes. Pour le faire, il nous reste & montrer que pour toute
fonction test x € C*°(X),

lim X[Hm(¢;) — Hm(pr)] = 0.

Jk—oo ) x

Par intégration par parties on obtient
(232) [ X))~ Hnlon) = [ xddto; - o) nT
X X

— [ (@i - endaxnr,
X

ou

,_.

T= (w+dd°p;)' A (w + ddCpr)™ T E A W™,
1=0
Fixons € > 0, et posons
U=U(j,k,€) ={lp; — x| > €}
On a . .
capy, m(U) < caby,m(l0j = ¢l 2 5) + caby ok — ¢l 2 5) = 0,

quand j, k — +o00. Dans la suite on utilise C' pour désigner une constante qui ne dépend pas de
J, k, €. On déduit de (2.3.2) et (2.3.1) que

| [ xtaten = ool < [ los-aicwonT+ [ o ailcwnt
X U X\U
< CCapwm(U)—i—Ce/ wAT.
' X\U

Il s’en suit que
timsup | [ {Hn () — Halon)] < Ce
X

J,k—00

Maintenant, il suffit de faire € | 0. Pour 'indépendance du choix de la suite, il est suffisant de
répéter ce qu’on a fait ci-dessus. O

Lemme 2.3.11. Siu € Pp(X,w)NL>®(X), i existe une suite de fonctions uniformément bornées
dans SH, (X, w) NC3(X) qui converge quasi-uniformément vers u.
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Démonstration. Soit (uj) une suite de fonctions dans SH,,(X,w) N C?(X) qui converge quasi-
uniformément vers u. Posons M = supy |ul.

Comme u; converge vers u en cap,, ,, elle converge, en particulier, vers u en cap,, ,,,. Donc u; — u
dans L!'(X). D’apres le lemme 2.2.13 on a

lim (maxu;) = maxu.
oo X X

Par conséquent, (u;) est uniformément majorée.

Maintenant, posons

1 . .
o5 = = log(e?" + )

C’est une suite de fonctions uniformrhent bornées dans SH.,(X,w) N C?(X) qui converge vers u
quasi-uniformément. O

Lemme 2.3.12. Soient U C X un ouvert de X et ¢ une fonction bornée dans P (X,w). Alors

/ Hon(y) < 2(sup || + 1) Cap,, (V).
U X

Démonstration. Soit ¢, une suite de fonctions (w, m)-sh de classe C? qui converge quasi-uniformément
vers ¢. On peut supposer que

—sup |p| =1 < ¢; <suplp|+ 1, Vj.
X X

Alors
/Hm(w) Sliminf/ Hp(05) < 2(sup | 4 1)Cap,, ,,,(U).
U U X

Jj—+oo
(|

Etant donnée u € P, (X,w) N L(X) on peut définir la mesure hessienne H,,(u) au sens des
courants par la méthode de Bedford et Taylor.

Proposition-Définition 2.3.13. Soient o1, 0o € P (X,w) N L®(X). Alors le courant

n—m
Wy N Wey Nw

est bien défini, symétrique et (w, m)-positif. On peut donc définir par récurrence la mesure hessienne
de ¢ € Pp(X,w) N L*(X) par

Hp, (o) = (w+ddp)™ Aw" ™™,
De plus, cette définition coincide avec la définition donnée par le théoréme 2.3.10.

Démonstration. D’apres la définition des fonctions (w,m)-sousharmoniques, 71 = (w + dd®p1) A
w™™™ est un courant (w, m)-positif. Si g2 € P (X, w) N L*(X), dd°p2 ATy est défini par

ddcgﬁg N T1 = ddc(gﬁng)

On note Ty = wy, Awy, Aw™ ™. Comme @1, @2 appartiennent a Pp, (X, w) N L>®(X), il existe deux

suites bornées (), (p3) dans Py, (X,w) NC?(X) qui convergent quasi-uniformément vers 1, o2

respectivement. Montrons que la suite de courants Ty = Wi AWy A w™ ™™ converge vers T5. Par
1 2

conséquent T5 est (w,m)- positif et

n—m __ n—m
Wiy N\ Wy AW = Wepy N Wy, AW .
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Choisissons une forme test x et montrons la convergence suivante :

(2.3.3) lim [ x Add(g} — @) ANT1 = 0.
j‘)OO X
On a
’/ X A dd(} — p2) /\T1’ = ’/ (0] — po2)dd°x N T}
X X

IN

C/ |0h — polwg, Aw" 1,
X

ou la constante C' ne dépend que de x,w. Maintenant, (2.3.3) se déduit de la derniére inégalité en
appliquant le lemme 2.3.12 (pour m = 1).
On peut montrer par récurrence que le courant

Ti =wp, Ao Awg, Aw™™™

est bien défini, symétrique, (w, m)-positif, pour chaque k < m et chaque p; € Pp,(X,w) N L>®(X).
La mesure hessienne de ¢ € Pp,(X,w) N L (X) est définie par

Hp(p) =we Ao Awp Aw™ ™,

Etant donnée ¢ € P, (X,w) N L®(X), il est facile de voir que la mesure hessienne de ¢ définie par
la construction ci-dessus coincide avec celle définie dans le théoreme 2.3.10. O

2.3.3 Quelques résultats de convergence

Dans ce paragraphe, on montre que 'opérateur hessien complexe est continue pour la conver-
gence appropriée des suites de fonctions de la classe P, (X,w). On en déduit un principe de com-
paraison pour les fonctions dans P, (X,w) N L>°(X). Les démonstrations sont analogues & celles
pour 'opérateur de Monge-Ampere complexe.

Proposition 2.3.14. Soient ((,0]1),,((,0;”) des suites uniformément bornées dans Pn,(X,w) N
L>(X) qui convergent quasi-uniformément vers ', ..., ™ respectivement. Soit (f;) une suite uni-
formément bornée de fonctions quasi-continues qui converge quasi-uniformément vers f. Alors on
a la convergence faible au sens des mesures

Jjwpr A .. A AWM = fwgr A Awgm Aw™™.
J

Démonstration. Grace au lemme 2.3.12 on peut faire comme dans [Kol05, Corollary 1.14]. O

L’intégration par parties est permise dans SH(X,w)NC?(X). D’aprés la proposition 2.3.14 elle est
encore valide dans Py, (X,w) N L>(X).

Théoréme 2.3.15 (Intégration par parties). Soient ¢,1) € Pp(X,w) N L>®(X) et T un courant
de type

n—m

T'=we N Nwy,, _ ANw ;

ot p; € P (X, w) N L>®(X). Alors

/ pddh AT = / Wddep A T.
X X

Théoréme 2.3.16 (Principe du maximum). S% ¢, sont deux fonctions dans Pp, (X, w)NL>(X)
alors

H{«p>w}Hm (max(gp, ¢)) = ]I{<p>w}Hm(90)'
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Démonstration. Soit ¢; une suite définissante de ¢ et posons

uj = max(¢; —,0), w:=max(p—1,0).

Comme {¢; > 1} est ouvert pour chaque j, on a

Wiy, sy Hn(max (o, 9)) = Ty, spy Hm(9;),

donc
u; H (max(p;,v)) = u;j Hm(g;)-
Il résulte de la proposition 2.3.14 que

uHy, (max(p, 1)) = uHm(p).

Par conséquent, pour chaque € > 0 on a

u

o Hm(max(p,¥)) =

Hu ().
Le résultat s’en suit en faisant € | 0. O

A partir du théoreme 2.3.16, on obtient le principe de comparaison :

Corollaire 2.3.17 (Principe de comparaison). Si ¢, € Pp,(X,w) N L>®(X) alors

/(«»w) Hnle) = /(sa>w> Hn0)

Lemme 2.3.18. Soient ¢,v deuz fonctions négatives dans Pp,(X,w) N L>®(X). Alors pour tout
s>0et0<t<1,0na

(2.3.4) " Cap o~ < —t—5) < (1420 [ Honl),
(p—1h<—s)

Démonstration. Fixons 0 < t < 1 et s > 0. Supposons d’abord que 1 est continue sur X. Alors
{o — 1 < —t — s} est un ouvert. On suivra [EGZ09).

Soit u une fonction dans P, (X,w) N C?3(X) telle que 0 < u < 1. Posons § = 7 et

_t
M+
p=0du+(1—08)yY—1t—s.

Observons que
{fo—v<—t-spc{e<ptc{r—9v<-s}

D’apres le principe de comparaison, on a

5m/ Hp(u) = / (dwy)™ AW™T™
(p—p<—s—1) (p—p<—s—1)

(Owy + (1 = Swy)™ Aw™™™

IN
—

(p—p<—s—t)

w;" Awrm

IN
-~

©<p)

IA
—

w:f Awrm
(p<p)

Wl AWM,

m
@

IN
—

(p—1p<—s)
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Donc,

5m/ Hp,(u) < / we Aw" T
(p—rh<—s—1) (p—1h<—s)

Maintenant, il suffit de prendre le supremum sur tous u € P,,(X,w) N C3(X).

Pour le cas général ¢ € P, (X, w) N L*(X), on choisit une suite ¢; uniformément bornée de
fonctions de classe C2 qui converge vers ¥ quasi-uniformément. On peut supposer que

Mj = |||l o (x) — M.

Fixons 0 < € < s et U un ouvert de X tel que Cap,, ,,,(U) < € et tel que (¢);) converge uniformément
vers ¢ sur X \ U. Soit N > 0 un nombre naturel tel que |¢); — 9| < € pour tout x € X \ U et tout
j > N. On fixe maintenant un j > N. Alors {|1); — 9| > €} C U. Observons que

{p—v<—t—stcl{p—yj<—t—s+eU{yy—¢ < —€},

et que
{p—tj<—s+teyC{p—v < —s+2U{t -1 < —e}.

Or, d’apres le lemme 2.3.12, on a

| Hul) <201+ suplel)Cap,, (V) < 26(1 +sup]o).
U X X
Comme 7); est continue, d’apres ’étape précédente,
tmcapw,m((p - w < —t-— S) S tmca’pw,m(U) + tmcapw,m((p - wj <—t—s+ 6)

< et aran) [ Hon()
p—p;<—ste

IN

t"e+ (1+ M;)™ /
p—P<—s+2e¢

Hol) + / Ho()

Pp—1p;<—e

< @m 200+ swlel)e+ 1+ a5)" [ ).
X p—1<—s+2¢

En faisant j — +00 et puis € — 0 on obtient le résultat. O

Proposition 2.3.19 (Inégalité de Chern-Levine-Nirenberg). Soient T un courant de la forme
T =wy, Neee Ay, _, AW™™™ avec Uy, ..., um—1 € P (X, w) N LX(X), et @, deuz fonctions dans
P (X, w) N L>(X). Alors

(2.3.5) /|1/)|w¢/\T§/ |1/1|T/\w+(2|sup1/)|+supgafinfg0)/w”.
b's b's X X X b's

Démonstration. On répete la preuve de [GZ05]. Supposons d’abord que supy 1 = 0 = infx . Par
intégration par parties, on obtient

| coeraront = [ opats [ oot

X

/}((—@mn/ (—p)dd°y) AT.

X

Remarquons que [y (—¢)(w+ddP) AT <0 et que [, pw AT < (supy ¢) [y w". On obtient alors

[ o rargar< [

X

(—w)w/\T—i—(Sip(p)/ w™.

X
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Pour le cas général on pose ¥ =1 —sup x ¥ et @ = ¢ —infx . En appliquant I'inégalité ci-dessus
on obtient

/|1/)|(w+ddcgp)/\T/\w = /|1/3+sup¢|(w+dd0¢)AT
X X X

Isgpwl/xw”Jr/X(—lﬁ)wATJr(Sl}l{p@/xw”

/|1/J|T/\w+(2|sup1/1|+supgp—infcp)/w".
b's X X X b'e

IN

IN

o
En appliquant (2.3.5) pour T; = wl, Aw™ ™%, i =m —1,...,0 on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.3.20. Soient ¢,v deux fonctions dans Pp,(X,w) et supposons que 0 < ¢ < 1. Alors

[ 6tno) < [ 1w m(elswl+1) [ o

On déduit de 2.3.20 le résultat suivant.

Corollaire 2.3.21. Il existe une constante C' > 0 telle que pour toute ¥ € Py, (X,w) normalisée
par supy ¢ = —1 et pour tout t > 0,

C
Capw,m(w < _t) < ?

On montre maintenant que la classe P,,(X,w) est stable pour les limites décroissantes.

Proposition 2.3.22. Supposons que (p;) est une suite de fonctions dans Pp,(X,w) qui décroit
vers ¢ € L>®(X). Alors p; converge vers ¢ quasi-uniformément. En particulier, ¢ € Pp(X,w).

Démonstration. 1l est clair que ¢ est (w, m)-sh. Il suffit de montrer qu’il existe une sous suite de
(5) qui converge quasi-uniformément vers ¢. Fixons k € N. Pour chaque j > k € N, en appliquant
le lemme 2.3.18 avec ¢ = @;,% = @i, s = t, on obtient

(2.3.6) t"Capy, (0 — ok < —2t) < (1+ M)’”/ Hp(pj)

(pj—pr<—t)
(I1+M)™
< | (o — i) Hm(e;)-
t X
Quitte & passer & une sous suite, on peut supposer que H,(¢;) — p au sens faible des mesures.
Le lemme 2.3.23 ci-dessous s’applique pour donner

lim H, )= dp.
Jm | e m(5) /Xw u
Comme les fonctions ¢;,j € N sont quasi continues, par la o-sous-additivité de Cap,, ,,, on déduit
que pour chaque € > 0 fixé, il existe un ouvert U tel que Cap,, ,,,(U) < € et il existe une suite ((;)
de fonctions continues sur X telle que pour tout j, ¢; = @; sur X \ U.

On a donc

IN

(2.3.7) t"Cap,, ,,(p; — Pr < —21) t"Cap,, ., (¢; — pr < —2t) +1"e

G2 [ (= e tintin + 17

IN
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Observons que la cap,, ,,, est continue pour les suites croissantes. Or, Cap,,, ,,, et cap,, ,,, coincident
sur les ouverts. En passant & la limite lorsque j — 400 dans (2.3.7), on obtient
(I+M)y™

tmcapw,m(w - @k < 72t> < t

/ (pr — )dp + t"e.
X

On en déduit que

(1+M)™

tmcapw,m((p — Pk < _2t) < t

/ (or — @)dp 4 2t™e,
X

et donc
lim Cap,, ,,(» — px < —2t) = 0.

k—-+oo

Il résulte de la proposition 2.3.4 qu’il existe une sous suite de (¢;) qui converge quasi-uniformément
vers . O

Lemme 2.3.23. Supposons que (¢;) est une suite dans Pp,(X,w) qui décroit vers ¢ € L (X). St
H,.(p;) converge faiblement au sens des mesures vers u, alors

lim [ ;Hm(p;) = / edp.
X X

Jj—+oo

Démonstration. On va montrer ce lemme par récurrence sur m > 1. Il est facile de voir que
Paffirmation est vraie pour m = 1. Remarquons également que

1imsup/ %—Hm(%)é/ pdyu.
X X

Jj—+oo

Dong, il suffit de montrer que

lim inf / 3 H(5) > / .
X X

j—+oo

Fixons k € N. Pour chaque j > k, on obtient par intégration par parties
(2:38) [ onltinton — Hnten) = [ oudd(on— o) AT A
X X
= / ((pk — gaj)ddcgak AT AW"™™
X

> */(@k*%)TAW"*m“,
X

ou
m—1
T = Z (w+ ddpr)? A (w+ddp;)" 1P,
p=0
En posant ¢; = WJQFW’“, on obtient

T/\wn—m-i-l S 2m—1(w 4 ddcwj)m—l /\wn—m—i-l-

Par conséquent, (2.3.8) nous donne

(2.3.9) /X celHm(or) — Hulp))] > —2m /X (ok — 03) Homr (1)
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Quitte & passer a une sous suite, on peut supposer que H,,_1(1;) — v au sens faible des mesures.
Par ’hypotheése de récurrence, en faisant j — 400 dans (2.3.9) on obtient

/ Ok [Hm(ox) — 1] > *2’"_1/ (o — p)dv.
X X

On en déduit que
1_iminf/ @me(Sﬁj)Z/ edp,
X X

J—+oo

d’ou le résultat. O

2.4 Reésultats de stabilité

Dans ce paragraphe, on utilise 'estimée de type volume-capacité [DK11] et on suit les arguments
de [EGZ09] pour établir des résultats de stabilité. Utilisant les techniques de Blocki [B103] on obtient
le résultat de stabilité suivant.

Théoréme 2.4.1. Soient ¢, € SH,, (X, w)NC3HX,w), r > 2, et posons p= ¢ — ). Alors

217711,

Jor o nacpnert <o [ 1ol pHate) - Hale))

n

o C est une constante positive qui ne dépend que de n,m,r, [ w™ et de ||@||po(x), 9] Lo(x)-

Du théoréme 2.4.1 et du corollaire 2.3.2 on déduit le résultat suivant.

Corollaire 2.4.2. Soient o, € Py (X,w) N L>®(X), et posons p = — . Alors

217711

[ apnaspnarr<c( [ ot - Hale))
b's b's
ot C est une constante positive qui ne dépend que de n,m, et [|¢||L=(x), [[¥]lL=(x), et [ @™

La définition suivante se trouve dans [EGZ09]. On emploie ici pour adapter leur méthode.

Définition 2.4.3. Soient o > 0,4 > 0. Une mesure de Borel p sur X satisfait la condition
Qm(a, A,w) si pour tout sous-ensemble de Borel K de X,

u(K) < ACap%m(K)lJ”l.

Proposition 2.4.4. Soit p une mesure Borel vérifiant la condition Qp,(a, A,w). Supposons que
© € Pn(X,w) résout l'équation Hp,(p) = p, et supy @ = —1. Alors il existe une constante
C=C(a,A,w,n,m) telle que

sup | < C.

X

Démonstration. Posons
f(S) = [Capw,m((p < _S)]l/m‘

Observons que f : RT — R* est continue & droite, décroissante et lim, o, f = 0. Puisque yu satisfait
la condition Q,,(a, A,w), On déduit du lemme 2.3.18 avec ) = 0 que f satisfait la condition dans
[EGZ09, Lemma 2.4 ]. Or, d’apres le corollaire 2.3.21,

f(s) < Cys~t/m,

pour une certaine constante C; qui ne dépend que de w. Donc, en suivant la méthode de [EGZ09)
(page 615), on obtient le résultat. o



Résultats de stabilité 79

Théoréme 2.4.5. Soient ¢, € Pp(X,w) N L®(X) vérifiant
sup ¢ = supy = —1.
X X

Supposons que 1 est bornée et que Hy,(p) satisfait é la condition Qp, (o, A,w) pour certains o, A >
0. Alors il existe C = C(a, A, w, [|1]| L (x)) > 0 telle que, pour tout € > 0,

SUp(Y = @) < €+ C[Cap i = 1 < =€)/

Démonstration. Elle se fait comme dans [EGZ09, Proposition 2.6]. O

La proposition suivante est diie & Dinew et Kolodziej [DK11, Propsition 2.1]. On donne ici une
preuve légérement différente qui est en fait valable lorsque w > 0 et [ cw">0.

Proposition 2.4.6. (p,w) telle que pour

tout sous-ensemble Borel K de X,
V(K) < ACap,, ,(K)",

ou V(K fK

Démonstration. Fixons un ouvert U tel que K C U. Résolvons I’équation Monge-Ampeére complexe
pour trouver u € PSH(X,w), infx u = 0 telle que w” = fw" sur X, avec f = V(U) txy. D’apres
[BGZ08, Corollary 3.2], la solution u est continue et de plus, pour chaque r > 1,

supu < C||f];/",
X

ot la constante C' = C(r,w) > 1 ne dépend pas de K. L’inégalité entre les mesures Monge-Ampere
mixtes [Di09] nous donne
wy Aw"T™ > f’"/"w”.

Sans perte de généralité, on peut supposer que V(U) < 1. Alors C||f||$/" > 1. La fonction u est
limite uniforme d’une suite de fonctions w-psh non négatives lisses (u;). On peut supposer que

0 <u; <C||f|+™. En posant
Y

clf

vj =
on obtient
Conun©) = [ Hoo)) > @AY ™ [ Hoy),
En passant a la limite on obtient

m

Cap,, ., (U) = (C|If[,/") ™ /U Hp(u) = (C|fl/™)™™ /U [t > eV (U

On a montré que pour tout r > 1, il existe une constante A > 0 qui ne dépend pas de K telle que
V(K) < A.Cap,, ,,(K)=""

Ce qui acheve la preuve. O

Comme corollaire, on a des exemples de mesures vérifiant la condition Q,,(a, A,w).

Lemme 2.4.7. Supposons que w= fw™ est une mesure de Borel avec 0 < f € LP(X), p > n/m.
Alors pour tout 0 < a < ( ) , il existe Ay > 0 telle que p satisfait la condition Qu, (v, A, w).
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le théoreme de stabilité suivant a été établi dans [EGZ09] pour ’équation Monge-Ampére.

Théoréme 2.4.8. Supposons que Hp, () = fw™, H,,(¥) = gw™, ot 9,1 € Pp(X,w) NCY(X) et

A . ymq mp—n
frg € LP(X) avec p > n/m. Fizons r > 0. Alors si v > 0 est tel que o ma) < themypr 01 @

o =l x) < Cllp = Gl 7o

ol q = % désigne l'exposant conjugué de p, et la constante C ne dépend que de n,m,p,r et de

1f1lp> [lgll-

Démonstration. Fixons € > 0, et o > 0 & choisir ultérieurement. Il résulte du théoreme 2.4.5 et de
la proposition 2.4.4 que

lp = Wllz(x) < €+ CrlCapy (| — 9| > )]*/™.

En appliquant le lemme 2.3.18 on voit que

02 T n
Capnlle =41 > ) < o2 [ o= vl /1(f + g,
€ X
D’apres 'inégalité de Holder, on a

Csllf + gllp

_ — |
Capw,m(kp ’l/}| > 6) < €m+r/q ||50 ’l/)”LT .

Choisissons € := ||¢ — v||}... Alors

Capw,m(ha - 1/)| > E) < C4[H(p — 1/)||LT]T/‘1—V(7”+T/Q)_

On en déduit que
o = PllLex) < llp — wllwr(x) + Cslle — wlllr(x)a

ou v = =[r/q —y(m + r/q)]. Finalement, on choisit a tel que v = 7' : ce qui nous donne le
résultat. O

2.5 Preuve des résultats principaux

2.5.1 Preuve du théoréme 2.1.1

On montre tout d’abord 'unicité. Supposons que ¢ et 1 sont deux solutions continues de (2.1.1).
Posons p := ¢ — ¢. D’apreés le corollaire 2.4.2 on a

217711

[apnasprwr=r<c( [ ottat)-maten)”
X X
ou C' est une constante. Comme F' est croissante en la deuxiéme variable, on a

0< / p(Hm () — Hi(p)) = / (e =)(F(,¥) = F(,p))w" <0.

X b'e
Donc, d’apres la formule de Stokes, on obtient
/ dp ANdp AWt = 0.
X

Ceci implique que p est constante. Si de plus, ¢t — F(z,t) est strictement croissante pour tout
x € X, on obtient p = 0.
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Maintenant, on montre I'existence. On considere 3 cas.

Cas 1 : F ne dépend pas de la deuxieme variable i.e. Vo € X, ¢t € R, F(z,t) = f(x) avec f € LP(X)
et p> 1.

Nous allons nous ramener par approximation au théoreme fondamental de résolution de I’équation
hessienne complexe non dégénérée (voir théoreme 2.6.5 ci-dessous) puis appliquer les théorémes de
stabilité pour passer a la limite.

Prenons une suite de fonction lisses strictement positives (f;) qui converge vers f dans LP(X).
On peut supposer que [, fjw™ = [, w™, pour tout j. D’aprés le théoréme 2.6.5 il existe une suite
de fonctions lisses (w, m)—sousharmoniques (¢;) normalisées par supy ¢; = 0,V telle que

(w+ddp;)" AWM = fiw™.

Quitte & passage & une sous suite, on peut supposer que (¢;) converge dans L'(X). La suite || f;|,
étant uniformément bornée, d’apres le lemme 2.4.7 on peut trouver o, A qui ne dépendent pas de
Jj tels que tous les mesures f;w™ vérifient la condition Q,,(«, A,w). D’apres la proposition 2.4.4, la
suite (¢;) est uniformément bornée. D’apres le théoréme 2.4.8, (¢,) converge uniformément vers
une fonction continue ¢ € P, (X, w) qui résout I'équation H,,(¢) = fw™ au sens faible.

Dans les deux cas suivants on va utiliser le théoréme du point fixe de Schauder.

Cas 2 : Il existe t; > to tel que [, F(z,t1)w™ > [, F(x,to)w™.
Posons

Ci={peSHu(X.w) / / o™ > —Cos supg < 0},
X X

ou Cj est la constante introduite dans le lemme 2.2.13. Il s’en suit que C est un compact convexe
de LY(X).
Prenons v € C, d’apres le cas 1 on peut trouver ¢ € P,,(X,w)NC%(X) telle que supy ¢ = 0 et
Hm((p) = F(a 1/} + Cd})wna

oll ¢y > to est une constante telle que

(2.5.1) /}(F(.,¢+cw)w":/)(w".

C’est parce que F satisfait les conditions (F2) et (F3). En effet, d’apres le lemme de Fatou on a

liminf | F(. N> | F( )" n
ggl;go/x (1 +tw _/X (., t)w >/Xw

Par ailleurs, [, F(.,¢+to)w™ < [, F(.,to) = [ w™. Donc, par continuité de ¢ — [, F(.,1 +t)w"
on peut trouver ¢, vérifiant (2.5.1). Observons que ¢ est bien définie et ne dépend pas de ¢y. En
fait, supposons que ¢, c2 sont deux constantes telles que

/XF(.,w—i—cl)w":/XF(.,z/J—i-CQ)w":/Xw",

et 1, 2 sont deux fonctions continues dans P,, (X, w) telles que

Hm((pl) = F(MP + Cl)a Hm((pQ) = F(’w +02)'

Puisque ¢t — F'(x,t) est croissante pour tout € X, on a F (., +c¢1) = F(.,%+¢2) presque partout
sur X. Par 'unicité montré ci-dessus on a 1 = @2 + ¢ pour certaine constante ¢ qui devrai étre 0
d’apres la normalisation.

On peut donc définir 'application ® : C — C, ¢ — ¢.
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Montrons que ® est continue sur C. Supposons que (¢;) est une suite dans C qui converge vers
¢ € C dans L'(X) et posons ¢; = ®(1;). On affirme que ¢; := cy,; est uniformément bornée.
Sinon, ¢; 1 +o00. Quitte & passage & une sous suite si nécessaire on peut supposer que ¥; — ¥
presque partout dans X. Alors d’apres le lemme de Fatou on a

/w”: hm F(.,’L/Jj—f—Cj)wnZ/ F(.,tl)w",
X It Jx X

ce qui est impossible. Par conséquent, la suite (c;) est bornée. On en déduit que la suite (F'(., 1; +
¢;)); est bornée dans LP(X), pour p > n/m. Pour la continuité de @ il suffit de montrer que tout
point d’adhérence de (p;) vérifie ®(1)) = p. Supposons que ¢; — ¢ dans L'(X). Il résulte du
théoréme 2.4.8 que la suite (¢;) est Cauchy dans C°(X). Done, (¢;) converge vers ¢ dans C(X)
et ¢ € Pp(X,w)NCY(X). Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que 1; — 9 presque
partout sur X et ¢; — c¢. Puisque ¢ — F(x,t) est continue, F(.,¢; + ¢;) = F(.,% + ¢) presque
partout. Donc, H,,(¢) = F(.,1 + ¢) ce qui signifie que ®(¢)) = ¢ et que P est continue sur C.

D’apres le théoréme du point fixe de Schauder, ® admet un point fixe ¢ € C. Par définition de
®, la fonction ¢ appartient & Pp,(X,w) NC%(X) et on a

Hm(p) = F(, 0+ cp)w™.

La fonction ¢ + ¢, est la solution cherchée.

Case 3 : Pour tout t > to, [, F(.,t)w™ = [ F(.,to)w™. Dans ce cas, pour tout t > to, on a
F(z,t) = F(x,tp) pour presque tout € X. Donc, pour tout t > ¢,

I1£( to)llrx) = [1F( D)l Lrx)-

D’apres la proposition 2.4.4 on peut trouver constante positive Cp telle que pour chaque ¢ €
P (X, w) NCOX) vérifiant supy ¢ = 0 et

Hp (o) = fu",

avec || f[lp < [[F (. t0)lp on a
e > —=Ch.

Posons
C'={peSHu(X,w) /| —C1 <¢p <0}

Alors €’ est un compact convexe de L(X).

Prenons ¢ € C’, d’apres le cas 1 on peut trouver ¢ € P,,(X,w)NC°(X) telle que supy ¢ = 0 et
Hm((p) = F('a (U Cw)w",

ol tg < ¢y < tg + C est une constante telle que

/XF(.,Q/J—l—cw)w”:/Xw”.

C’est parce que F satisfait les conditions (F2) et (F3) . En fait,

/XF(.,1/)+to)w"S/Xw"S/XF(.,i/thOJrC’l)w".

Par continuité il existe ¢ comme ci-dessus. Comme dans le cas 2, ¢ est bien-définie et ne dépend
pas du choix de ¢,. Par le choix de C4, on voit que ¢ € C’. Donc, on peut définir une application
®:C' — (' en posant P(¢) = .
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Montrons que ® est continue sur C’. Supposons que (¢;) est une suite dans C’ qui converge vers
¢ € C' dans L'(X) et posons ¢; = ®(1);), ¢; := ¢y,. Pour chaque j € N,

[irCa+epren < [ G = [ 1RGP,
X X X
Par conséquence, la suite (F(.,1; + ¢;)); est borné dans LP(X).

Comme dans le cas 2, on peut supposer que ¢; — ¢ dans L'(X). Il résulte du théoréme 2.4.8
que (yp;) est Cauchy dans C°(X). Donc, (¢;) converge dans C°(X) vers ¢ qui devrai appartenir a
Pm(X,w) NCO(X). Quitte & passer & une sous suite on peut supposer que 1; — ¢ dans L' (X) et
¢; — c. Alors Hy, () = F(.,% + ¢) et ®(¢) = ¢. Cela prouve que ¥ est continue dans C’.

D’apres le théoréme du point fixe de Schauder, il s’en suit que ® admet un point fixe dans C’
que Pon note ¢. Par définition de ®, la fonction ¢ appartient & Py, (X,w) NC(X) et on a

Hm(p) = F(, 0+ cp)w™.

La fonction ¢ + ¢, est la solution que I'on cherche.

2.5.2 Preuve du théoréme 2.1.2

Dans ce paragraphe, on démontre le théoréme 2.1.2 en suivant [EGZ09]. Tout d’abord on
régularise les fonctions (w,m)-sh singuliéres. Soit ¢ une fonction continue (w,m)-sh sur X. On
consideére la suite régularisante suivante

(25.2) pe(@) = 9 ¥ Xe = /K (g~ 2)xe (9)dg,

ol dg est la mesure de Haar sur K et x. est un noyau lisse dont le support décroit vers {e}
(Videntité de K), et [, xc(g9)dg = 1,Ve > 0.

Théoréme 2.5.1. Soit ¢ une fonction continue (w,m)-sh sur X. Alors pour chaque € > 0, @, est
(w,m)-sh et lisse sur X et

lim . = ¢
e—0
uniformément sur X.

Démonstration. La convergence uniforme est toujours vraie pour les fonctions continues.

Dans la suite, pour alléger la notation on va supprimer l'indice € dans x.. On va montrer que
@ * x est lisse et (w, m)-sh.

Le fait que @ * x soit lisse résulte de [Hu94] (voir aussi [G99]). Par commodité on rappelle ici
la preuve. Considérons la fonction ¢ : K — R définie par

o(h) =/K<p(g‘1-h-H)x(g)dg-

Puisque K agit transitivement sur X, on a un difféomorphisme naturel entre K/(K N H) et X =
G/H. Or ¢ = pom, ou 7 est la projection w : K — X. Dong, il suffit de montrer que ¢ est lisse

sur K. La mesure de Haar dg étant bi-invariante et invariante par g — ¢~ on a

¢(h):/Ksa(9’l-h-H)x(9)dg = /Ksa((g’l-h)-H)x(h-(g’l-h)’l)dg

/K o(g-H)x(h.g~")dg.

Par conséquence ¢ est lisse sur X.
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Montrons que ¢ * x est (w, m)-sh. Soient a1, ..., ay,—1 des (1,1)-formes (w, m)-positives fermées
sur X, et notons & = a1 A ... A a—1. On désigne par £, l'action & gauche de g € K, i.e.

Ly(z) =92, ze€X.
Alors E;,laj est (w,m)-positive pour tout j, car Lyw = w, et
E;(E;,lak AW Ry =k AWk
Fixons une fonction test ¢ € C*°(X,R"). On a
/ Y(w+dd°pxx Na Aw™™ ™ :/ pa AT +/ @*x xddY Na A"
X X X

:/ waAw"7m+1+/ (/ E;gax(g)dg)ddcw/\a/\w"*m
X x \JK

_ /X o AL /K ( /X Lopdd®h Ao Aw™ ™) x(9)dg
:/ (/ 1/;(w+ddC£;gp)/\a/\w"*m)x(g)dg
K NJx

— /K ( /X (w+ Lidd ) Ao A w"*m)x(g)dg

B /K (/x VL [(w + dd°p) ALy a A W"*m])x(g)dg > 0.
0

Remarque 2.5.2. Grace au théoréme 2.5.1, toute fonction continue (w, m)-sh appartient & P, (X, w).

Preuve du théoréme 2.1.2. Fixons 0 < v < %.

sur K. Soit ¢ l'unique solution continue de (2.1.1). Pour h € K, on note ¢y (z) := p(h.x), z € X.
Si u est lisse alors

Soit d une distance Riemannienne

lun — w2 < C.d2(h,e)/ (—u)ddu A w1,
b

ou par C, on désigne une constante positive qui ne dépend pas de h. Donc, d’apres le théoreme
2.5.1,
lon — ellr2x) < C.d(h,e).

Pour h € K fixé, observons que ¢, est (w,m)-sh et satisfait H,,(¢n) = F(h.x,p(h.2))w™. En
appliquant le théoréme 2.4.8 avec r = 2 on obtient

lon = @llzee < Clllon — @ll72(x)-
Par conséquence,
(2.5.3) ||(ph — (pHLoc(X) < Cd(h, e)”, Vh € K.

Comme dans [EGZ09], cela nous donne la continuité y-Holdérienne de .

2.6 Equation hessienne complexe non-dégénérée : estimée
du gradient par réduction a un théoreme de Liouville
Dans la section 2.5, on a utilisé le théoreme fondamental de résolution de ’équation hessienne

complexe non dégénérée. Dans cette section nous allons expliquer les principales étapes de la
démonstration de ce théoreme.
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Soient (X, w) une variété kihlérienne compacte de dimension n et 0 < f € C*°(X) une fonction
lisse vérifiant la condition de compatibilité

(2.6.1) /Xfw":/xw”.

Fixons m un entier entre 1 et n. On cherche a résoudre 1’équation suivante
(2.6.2) (w—+dde)" Aw"™™ = fw™.

Le cas m = 1 correspond a I’équation de Poisson qui est classique tandis que le cas m = n
correspond a ’équation de Monge-Ampere complexe qui a été résolue par Yau [Y78] en répondant
positivement a la conjecture de Calabi.

Hou [H09] et Jbilou [Jb10] ont résolu indépendamment ’équation (2.6.2) sur des variétés a
courbures bisectionnelles holomorphes nonnegatives. Cette hypothéese a servi seulement pour établir
une estimée & priori du laplacien. En essayant de la supprimer, Hou-Ma-Wu [HMW10] ont démontré
une estimée a priori trés importante (sans hypothese sur la courbure) qui dit que le laplacien est
dominé par le carré de la norme du gradient :

Théoréme 2.6.1. [HMW10] Soit ¢ € C*(X) une solution de (2.6.2) normalisée par [, ew™ = 0.
Alors on a l’estimée a priori suivante

sup |dd°p|., < C(1+sup [Vel|2),
X X

ot C > 0 est une constante qui ne dépend que d’une borne inférieure de la courbure holomorphe
bisectionnelle de w, et de ||f1/m||cz(X), w,m,n.

Dans ce paragraphe on va utiliser un argument d’éclatement et l’estimée de Hou-Ma-Wu
[HMW10] pour réduire le probléme de la résolution de I’équation hessienne complexe non dégénérée
(2.6.2) a la démonstration d’un théoréme de Liouville pour les fonctions m-sousharmoniques maxi-
males. Ce théoréme de Liouville a été récemment prouvé par Dinew-Kolodziej [DK12], ce qui acheve
la résolution de (2.6.2) en toute généralité.

Théoréme 2.6.2. Soit ¢ € C*(X) une solution de (2.6.2) normalisée par fX pw™ = 0. Alors on
a lestimée a priori suivante

sup |[Vol, < C,

X

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que d’une borne inférieure de la courbure holomorphe
bisectionnelle de w, et de ||f1/m||cz(X), w,m,n.

Le but de cette section est de réduire la preuve de ce théoréme a celle d’'un théoréeme de type
Liouville pour les fonctions m-sh (voir théoréme 2.6.3).

On va raisonner par I'absurde. Supposons qu’il existe une suite de fonctions lisses 0 < f;
vérifiant ||fj1/m||cz(x) < C et une suite de fonctions ¢; € C*(X) normalisées par [, g;w™ = 0
telles que

(2.6.3) (w+ddp;)™ AWM = fjw", Vi,
et telle que C; :=supy |Vgjl, — +o0.

Etape 1 : Usage d’un argument d’éclatement.
Pour chaque j soit z; € X le point maximum de |V¢;|,. La variété X étant compacte on peut
supposer que z; — a € X. Considérons une carte locale centrée en a (i.e ¢ : @ — B(0,1), ot 2
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est un voisinage ouvert de a et B(0, 1) est la boule d”unité dans C” et 9 (a) = 0) telle que dans
B(0,1) on a

SHES

(Y™ w(z) = Z wg(2)dz; Ndzg, z=Y(x),2€Q
k=1

ottw;(z) =,

= 6.z +0O(|z|?). Dans la suite, pour alléger les notation on identifie x dans {2 & son image
par ¢ dans B ).

k

0,1). Considérons la suite de fonctions ¢3; définies par
@j(2) = pj(z; + C; '),

ou z € B; := B(0, %) Elles sont bien-définies pour j assez grand.

On affirme que la suite de fonctions {;};>k+2 est relativement compacte dans C'*(By), pour
chaque k fixé. En effet, on a

a29§j —2 62903‘ _1
05, ) = O g ez, (@t O ),

Il résulte du théoréme 2.6.1 que ||dd°4;|| est uniformément bornée. D’apres [CWu98, Theorem 4.2]
la suite (4;);>k+2 est uniformément bornée dans l'espace de Sobolev W2P(By1) pour chaque
p > 1. Done, d’apres le théoréme de plongement de Sobolev (voir [Ad75, Theorem 6.2 III}), la suite
(8j)j>k+2 est relativement compacte dans C1(By) pour tout « € (0,1), d’out Paffirmation.

On peut donc supposer que ¢3; converge vers u dans C*(By). Comme C; — 400, la fonction
bornée u est, en fait, définie globalement sur C™ et vérifie

Vu(0)]5 = 1.

Elle est donc non constante. En effet

. 04;(0) 9g;(0) -
v 2 — E b A Pa (.
|[Vu(0) |B jhm 2 92y 0% wP(z5)

= lim G|V [2(a;) = 1.

Jj—o0
Etape 2 : Montrons que u est m-sousharmonique. Prenons un potentiel local g : B(0,1) - R
de w, et définissons g; : B; — R par
gi(z) = g(x; + Cflz).
L’équation (2.6.3) lue dans B(0,1) s’écrit
(dd°g + ddp;)™ A (ddg)" ™™ = f,;(dd°g)".

Par conséquent, pour chaque z € B; on a
(2.6.4) (ddg; + dd°g;)™ A (C?dd"’gj)”*m l.= C]-_mej(ddcg)" |wj+0;22 .

Fixons B; et € > 0. On a

Ciddeg; |.= ddg |, ,co1,= (1+O(lz; + C; "))
Pour chaque 1 < k < m et chaque z € B; on a
(€8 + dd°g; + dd°g;)* A (CFdd ;)" "

k
k > = \k— c  \n—
= > <p> (eB)P A (ddg; + dd°g;)* P A (CFdd®g;)™ "

p=0

Y

€kﬁk/\(1+0(|l‘] +lez|2))n—kﬁn—k.
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1l existe donc § > 0 tel que pour tout 1 <k <met z € By et j >0,
(€8 + dd°g; + dd°3;)* A (CFddeg;)" " > 6™,

Maintenant, pour j suffisamment grand, puisque dd°y; est uniformément bornée on a
)
(e 4 ddg; + dd°g;)F A gk > 55", V1l <k<m.

Pour cette raison, €|z|? 4 g; + §; est m-sousharmonique, si j > 0. En faisant j — 400 on voit que
€|2|? 4+ u est m-sousharmonique pour tout € > 0 donc u est m-sousharmonique.

Etape 3 : Montrons que (dd°u)™ A g™ =0 dans C".
Fixons B; et remarquons que dd®(g; + ¢;) est uniformément bornée. On a

(€8 +dd°(g; +¢5))™ AB"™ = O(e)B" + dd“(g; + &5)" ANB" ™.
Par ailleurs,
dd®(g; + ;)" A BT = dd(g; + &)™ A (CFddgy)" ™ + O(|wy + C; 1 2*) 8"

11 résulte de (2.6.4) que
i, Ay +6)" 737 =0
j—o0

Donc,

(dd° (el +u))™ A "™ = O(e) 8",
au sens faible des mesures. En faisant € — 0 et tenant en compte de la continuité de 1'opérateur
hessien complexe H,, on obtient (ddu)™ A f*~™ = 0.

Conclusion : D’apres les trois étapes précédentes il existe une fonction non constante u : C* — R
qui satisfait aux conditions suivantes

(i) u est m-sousharmonique lipschitzienne globalement sur C" ;

(ii) (dd°u)™ A B"~™ =0;

(iii) supgn |u| < 400

(iv) supgn |Vu| < +00.

Pour aboutir & une contradiction nous avons besoins du théoréme de Liouville suivant.

Théoréme 2.6.3. [DK12] Toute fonction m-sousharmonique mazimale, bornée et de gradient
borné! dans C" est constante.

Remarque 2.6.4. Dans une premiere version de notre article Smooth solutions to complex hessian
equations, arXiv :1202.2435, nous avons tenté de démontrer que u est constante sans I’hypothese
(iv) sur le gradient. Malheureusement notre preuve de cette version du théoréme de Liouville
contenait une erreur que nous n’avons pas pu rectifier. Cinq semaines plus tard, Dinew et Kolodziej
[DK12] ont posté sur arXiv un papier dans le quel ils ont démontré le théoréme de Liouville 2.6.3.

Par Pestimée C! (théoréme 2.6.2) et estimée de Hou-Ma-Wu (théoréme 2.6.1) on obtient une
estimée C?. Ainsi, le théoréme de stabilité 2.4.5 donne une estimée C° (en fait I'estimée C° a été
établie par Hou [H09] et Jbilou [Jb10] avec une constante dépendant de la norme uniforme du
second membre). Par la méthode de continuité classique utilisée dans [Y78] ces estimées & priori et
la théorie d’Evans-Krylov permettent de conclure a la résolution de 1’équation hessienne complexe
non-dégénérée sur les variétés kéhlériennes compactes :

Théoréme 2.6.5. [DK12] Soit (X,w) une variété kihlérienne compacte de dimension n. Fizons
1 <m < n. Supposons que 0 < f est une fonction lisse sur X vérifiant la condition de compatibilité
Jx Jw = [ w™. Alors il existe une unique (d une constante additive prés) fonction ¢ € C*°(X)
telle que

(w+dde)™ Aw"™™ = fw™.

1. cela signifie que la fonction est lipchitzienne globalement sur C™
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2.7 Questions ouvertes

Dans ce paragraphe on va mentionner quelques problémes ouverts. Nous avons tenté d’appli-
quer la méthode variationnelle & I’équation hessienne complexe pour résoudre H,,(p) = p avec u
assez singuliére, en inspirant de [BBGZ09]. Les deux étapes importantes sont de savoir régulariser
les fonctions (w,m)-sh par une suite de fonctions lisses (w,m)-sh qui converge convenablement
(décroissante par exemple), et de savoir résoudre le probléme de Dirichlet local.

Sur une variété kidhlérienne compacte homogene, le procédé de régularisation est donné par le
théoreme 2.5.1. Si la fonction a régulariser ¢ est continue, la convergence est uniforme. Cependant,
si ¢ n’est pas continue, la convergence est-elle suffisamment bonne (pour définir I'opérateur hessien
complexe) ?

Les deux problemes suivants sont essentiels pour faire marcher la méthode variationnelle pour
I’équation hessienne complexe sur une variété kdhlérienne compacte.

Probléme 1 : Soit ¢ une fonction (w, m)-sh sur (X,w) une variété kihlérienne compacte. Existe-il
une suite de fonctions (¢;) lisses (w,m)-sh qui converge vers . Quel est le type de convergence ?
Si la variété est homogeéne, la convergence est-elle décroissante ¢

Si une telle suite de régularisation existe et si la convergence est suffisamment bonne (par
exemple, convergence décroissante ou quasi-uniforme), on peut définir 'opérateur hessien complexe
pour toute fonction (w,m)-sh bornée et la classe P, (X,w) est égale & SH, (X, w).

Probléme 2 : Soit (X,w) une variété kihlérienne compacte. Soit Q un petit ouwvert de X qui est
bi-holomorphe a une boule dans C™. On s’intéresse au probléme de Dirichlet (dégénéré ou non-
dégénéré) sur Q. Etant donnée une fonction g lisse (ou continue) sur le bord 02, et une mesure
positive & densité lisse (ou continue) p dans §Q, existe-il une fonction lisse p (w, m)-sh sur Q qui
est égale 4 g au bord et qui vérifie Hy,(p) = p ?

Peut-on résoudre ce probléme dans le cas particulier ot la variété est homogéne ?



Chapitre 3

Une approche par la méthode de
la viscosité

3.1 Introduction

Soient 2 un domaine borné de C™ et m un entier tel que 1 < m < n. On note S la forme
kéhlérinne standard sur C". Dans ce paragraphe on étudie le probléme de Dirichlet pour 1’équation
hessienne complexe :

(3.1.1) {(ddc@>m AP + F(z,¢)8" =0dans Q,

=g dans 99,

au sens de la viscosité.
Ici les données vérifient les conditions suivantes :

(3.1.2) g € C(09), et

(3.1.3) F(z,t) est une fonction continue sur  x R — RT

qui est croissante par rapport a la deuxiéme variable.

On dira que F'/™ est v-Holdérienne uniformément par rapport & t si

1/m 1/m
(3.1.4) sup sup [FYm (1) — FV7 (y, )] < 400, VM > 0.
[t|<M z#yeQ |‘T - y|'y
L’équation (3.1.1) écrite comme ci-dessus est une équation nonlinéaire du second ordre el-
liptique dégénérée au sens de la viscosité, si on se restreint précisément au cone des fonctions
m-sousharmoniques sur  (voir [CIL92]). On peut donc utiliser les concepts de sous-solutions et
sur-solutions et tenter de démontrer un théoréme de comparaison pour le probléme (3.1.1).
Les résultats principaux de ce chapitre sont les suivants :

Théoréme 3.1.1. Soient g, F deuz données qui satisfont (3.1.2) et (3.1.3) respectivement. Sup-
posons qu’il existe une sous-solution (de viscosité) bornée u et une sur-solution bornée v de (3.1.1)
telles que u, = v* = g sur 9. Alors il existe une unique solution de viscosité de l’équation (3.1.1).
Cette solution est également ['unique solution potentielle.
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Théoréme 3.1.2. Avec les méme hypothéses que le théoréeme 3.1.1, supposons de plus que u,v
sont y-Holdériennes dans Q et F' satisfait (3.1.4). Alors l'unique solution de I’équation (3.1.1) est
ausst y-Holdérienne dans €.

On donnera un exemple ou 'on pourra trouver une sous-solution et une sur-solution.

Théoréme 3.1.3. Supposons que g € C(00) et F vérifie (5.1.8). SiQ est strictement m-pseudoconveze
alors I’équation (3.1.1) admet une unique solution de viscosité. Si de plus, Q est strictement pseu-

doconvexe, I vérifie (3.1.4) et g € Lip,. () alors ['unique solution appartient da Lip.,(92).
Remarque 3.1.4. Quand m = n on récupeére les résultats de [YW10].

Ensuite, on étudie les solutions de viscosité sur les variétés hermitiennes compactes homogenes.
Supposons que X est une variété Hermitienne compacte homogéne munie d’une métrique hermi-
tienne w telles que les conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) X = G/H ou G est un groupe de Lie complexe connexe et H un sous groupe fermé,

(H2) il existe un sous groupe compact K C G qui agit transitivement sur X.

(H3) w est invariante par K.

Par la méthode de la viscosité, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.1.5. Supposons que (X,w) satisfait (H1), (H2) et (H3). Soit F(x,t) une fonction
continue, strictement croissante en t et supposons qu’il existe to,t; € R tels que

(3.1.5) F(x,t9) <1< F(x,ty), Vo € X.
Alors il existe une unique solution de viscosité de
—(w+dde)™" Aw" ™™ 4+ F(z, p)w™ = 0.

Remarque 3.1.6. Dans la démonstration du théoreme 3.1.5 on n’utilise pas les estimées a priori
C?, contrairement au chapitre 2, ot on emploie la méthode du potentiel et le résultat d’existence
de Dinew-kolodziej [DK12]. De plus, on ne suppose pas que w est fermée. En effet, un exemple
de variété hermitienne compacte vérifiant (H1), (H2), (H3) qui n’est pas kdhlerienne nous a été
communiqué par Karl Oeljeklaus que nous remercions ( voir exemple 3.5.4).

3.2 Solutions de viscosité
Dans ce paragraphe on introduit la notion de (sous, sur) solutions de viscosité de 1’équation
(3.1.1). On les compare avec les solutions potentielles.

Définition 3.2.1. Soient u: 2 — R U {—oc} et ¢ une fonction de classe C? dans un voisinage de
xo € Q. On dira que ¢ touche u par au-dessus (resp. par en-dessous) en xg si p(xg) = u(xg) et
o(x) > u(zx) (resp. p(z) < u(x)) pour tout & dans un voisinage de .

Définition 3.2.2. Soit ¢ : @ — R U {—o0} une fonction semi-continue supérieurement. On dit
que @ est une sous-solution de viscosité de (3.1.1) si p £ —oo et pour chaque zg € et chaque
fonction ¢ de classe C2 qui touche ¢ par au-dessus en g, on a

Hm(q) Z F(‘TaQ)ﬁna en xo.
On dira que H,,(p) > F(x,¢)B8™ 7au sens de la viscosité”.

Définition 3.2.3. Soit ¢ : X — R U {+0o0} une fonction semi-continue inférieurement . On dira
que @ est une sur-solution de (3.1.1) si ¢ # +00 et pour chaque 29 € X et chaque fonction ¢ de
classe C? qui touche ¢ au dessous en zg, on a

[(dd°g)™ A B" ™4 < Fx,q)B", at xo.

Ici [a™ A B~ ™) désigne o™ A ™™ si « est m-positive et 0 autrement.
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Remarque 3.2.4. Si ¢ € C*(Q) alors H,,,(¢) > F(x, )" (ou [Hy(¢)]+ < F(z,9)8") est vraie
au sens de la viscosité si et seulement si elle I'est au sens classique (ga veut dire que les dérivés
secondes de u vérifient I'inégalité correspondante). En fait, si H,,(p) > F(z,¢)8" au sens de la
viscosité, on peut prendre ¢ comme une fonction test car elle est de classe C2. Donc, I'inégalité
vérifie au sens classique. Réciproquement, supposons que ¢ touche ¢ par au-dessus en xg. Alors
la matrice hessienne dd®(q¢ — ¢)(xo) est non-négative car xy est un point minimum local de ¢ — ¢.
Comme dd®p(xg) est non-négative, on obtient H,,(q)(zo) > Hpm(p)(zo).

Définition 3.2.5. Une fonction ¢ : @ — R est une solution de (3.1.1) au sens de la viscosité si
elle est & la fois sous et sur -solution. Elle est donc continue sur ).

La notion de sous-solution est évidemment stable en prenant le maximum. On montrera dans
le lemme suivant qu’elle est stable pour les limites monotones.

Lemme 3.2.6. Supposons que F : Q x R — RT est une fonction continue. Soit (p;) une suite
monotone de sous-solutions de viscosité de

(3.2.1) — (ddu)™ A B + F(z,u)B" =0,

Si @; is uniformément magjorée et ¢ := (lim ¢;)* # —oo alors ¢ est une sous-solution de viscosité
de (3.2.1).

Démonstration. On peut trouver une preuve dans [CIL92]. Pour plus de commodité, on la reproduit
ici. Observons que si z; — z alors

(3.2.2) lim sup ¢;(z;) < ().

Jj—+oo
En fait, si (¢;) est croissante, on a

lim sup ¢;(z;) < limsupp(z;) < o(2).

Jj—+o0 Jj—+o0

Si (p;) est décroissante, on a pour chaque k € N fixé,

limsup ¢;(z;) < limsup px(z;) < @x(2).

Jj—+o0 Jj—+o0

En faisant k¥ — 400 on obtient (3.2.2).

Fixons zg € ) et g une fonction de classe C? dans un voisinage de xg, disons B(zo,r) € Q, qui
touche ¢ par au-dessus en xg. On peut choisir une suite (z;) dans B = B(zo,r/2) convergeant
vers xo et une sous-suite de (¢;) (noté encore ;) telles que

(3.2.3) lim ;(z;) = ¢(z0).

Jj—+o0
En effet, pour montrer (3.2.3), d’apres (3.2.2) il suffit de trouver une sous-suite telle que

liminf p;(x;) > @(zo).

Jj—+oo

Maintenant, si la suite (p;) est décroissante, on peut choisir x; = x¢, V5. Si elle est croissante, on
choisit (z;) de sorte que (limp;)(x;) = ¢(x0). Donc, aprés passage & une sous-suite de (p;) on
obtient (3.2.3).

Fixons € > 0. Pour chaque j, soit y; le point ol ¢; — ¢ — €|z — zo|? atteint son maximum sur
B. Alors

(3.2.4) oi(x;) — qlz;) — elay — xol* < 0;(y;) — aly;) — ely; — ol
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On affirme que y; — zo. En effet, supposons que y; — y € B. En faisant j — +oo dans (3.2.4) et
en notant que limsup ¢;(y;) < ¢(y), on obtient

0 < p(y) —aly) — ely — zo/*
Puisque g touche ¢ par au-dessus dans B en zy et y € B, I'inégalité ci-dessus entraine que y = xg,

qui signifie que y; — . Donc, encore par (3.2.4) on déduit que ¢;(y;) — ¢(zo).
Pour j suffisamment grand, la fonction

g+ elz — wol* + 9;(y;) — a(y;) — ely; — zo|?
touche ¢; par au-dessus en y;. Par conséquent,

Hpn(q + ez — zo*) (y;) > Fy;, 5(y;)) 8"

11 suffit de faire j — +o00 et € — 0. O
Quand F' = 0, les sous-solutions de viscosité de (3.1.1) sont exactement les fonctions m-
sousharmoniques.

Lemme 3.2.7. Une fonction u est m-sousharmonique dans § si et seulement si
(3.2.5) (ddu)™ A BT >0,
au sens de la viscosité.

Démonstration. Soit u une fonction m-sousharmonique dans €2 et on note (u.) la suite régularisante
lisse de w. Alors u, vérifie (3.2.5) au sens de la viscosité. Or, u; décroit vers u. D’apres le lemme
3.2.6, u vérifie (3.2.5) au sens de la viscosité.

Réciproquement, supposons que u vérifie (3.2.5) au sens de la viscosité. On fixe (m-1) formes
m-positives aq, ..., am—1 & coeflicients constantes telles que

a1 N .. Nam—1 N\ ﬂnim

est strictement positive. Soient 2o € Q et g € C?(V,,) tels que u — ¢ atteint son maximum local en
xo. Alors pour chaque € > 0, ¢ + €|z — x¢|? touche u par au-dessus en zo. Par définition on a

(dd°q+€B)™ AB"™ > 0,Ve > 0, en xp,

2

qui signifie que la forme (x0) est m-positive. Donc, en z on a

Zj0Zk
Log:=dd°qgNay A ... N1 A > 0.

Cela implique que L,u > 0 au sens de la viscosité. En coordonnées complexes appropriées cet
opérateur différentiel & coefficients constants est 'opérateur Laplacien. Par conéquent, [H6r94] prop
3.2.10° p. 147 implique que u est L,-sousharmonique donc appartient a L{. (V) et satisfait Lou >
0 au sens des distributions. Puisque aq, ..., a,,—1 ont été choisies arbitrairement, par continuité on
a

dduNayr N ... N1 ABT7™ >0

au sens des distributions pour tous (1,1)-formes m-positives aj, ..., am—1. Pour cette raison, u est
m-sousharmonique. O

Corollaire 3.2.8. Le lemme 3.2.6 est encore vrai méme st la suite (¢;) n'est pas monotone.
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Démonstration. Pour chaque j, posons

uj = (sup x)*, v = max(gj,..., Pj4+1).
k>j
Comme la notion de sous-solution de viscosité est stable en prenant le maximum, on déduit que
v est une sous-solution de viscosité de (3.2.1) pour chaque {. Observons que u; = (sup;~v;)* et
que la suite (v;) est monotone. Il résulte de ce qu’on a fait avant que u; est une sous-solution de
viscosité de (3.2.1). D’apres le lemme 3.2.7 chaque ¢; est m-sousharmonique. Donc, u; | ¢, ce qui
acheve la preuve. O

Soit a une (1, 1)-forme réelle. Par abuse de notation, on note
Posons -
Un = {a € Ty, a coefficients constantes telle que S, (a) = 1}.

Lemme 3.2.9. Soit a une (1,1)-forme m-positive. Alors

ANar Ao Ao AT .
(Spm(@))V/™ = inf{o‘ a ﬁ‘fj AP e Um,Vj}.
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de I'inégalité de Garding [Gab9)]. O

Proposition 3.2.10. Soit ¢ une fonction semi-continue supérieurement dans Q0 et 0 < f une
fonction continue. Alors

(3.2.6) H(p) > fB"

est vrate au sens de la viscosité si et seulement si ¢ est m-sousharmonique et l’inégalité ci-dessus
est vrate au sens potentiel.

Démonstration. On s’inspirera de [EGZ11].

Supposons que ¢ est m-sousharmonique et vérifie (3.2.6) au sens potentiel. Soient z¢ € Q et ¢
une fonction de classe C? qui touche ¢ par au-dessus en xqg. Supposons que H,,(q(zo)) < f(z0)3™.
Alors il existe € > 0 tel que H,,(¢ge) < fB™ dans un petit voisinage de xo puisque f est continue, ou
qe = q + €|z — x0]?. Le lemme 3.2.7 nous dit que ¢, est m-sousharmonique dans un petit voisinage
de xg, on le note B. Maintenant, pour chaque d > 0 suffisamment petit, g — J > ¢ sur 9B mais
ce n’est pas le cas en zy. Cela est en contradiction avec le principe de comparaison potentiel.

Pour démontrer la réciproque on procéde en plusieurs étapes.

Etape 1 : Supposons que 0 < fY/™ est lisse. Soient o € Q et ¢ une fonction de classe
C? qui touche ¢ par au-dessus en xg. Fixons aq,...,apm_1 € Uy. On peut trouver h € C2({xo})
telle que Loh = fY/™B". Comme dans la preuve du lemme 3.2.7, on peut montrer que ¢ — h
est Lo-sousharmonique, cela nous donne Lop > Loh = /™3™ au sens potentiel. On note ¢, la
régularisation de ¢ par convolution avec un noyau lisse. Alors

Lope > (fl/m)Eﬂnv
au sens potentiel et donc au sens habituel. D’apres le lemme 3.2.9, on a
Hy(po) = (fY/™)0B"

En faisant € — 0 et notant que 'opérateur hessien complexe est continue pour les limites décroissantes,
on obtient
H,, () > fB", au sens potentiel.
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Etape 2 : 0 < f est continue. Remarquons que f = sup{h € C®(Q), 0 < h < f}. D’aprés
I’étape 1,

Hy, (o) = hB",
pour toute 0 < h < f € C*°(Q). Cela nous donne H,,(p) > f8™ au sens du potentiel.

Etape 3 : 0 < f est continue. Considérons ¢, = ¢ + €|z|2. Alors

Hp(pe) > (f +€™)B"

au sens de la viscosité. D’apres 1’étape 2, on a

Hp(pe) = (f +€7)B"

au sens potentiel. Il suffit maintenant de faire € | 0. O

Soit u : 2 — R une fonction bornée. Considérons la sup-convolution et I'inf-convolution de w :
1 . 1
(3.27)  u(@) = sup{u(y) - slv —ul* /vy € Q; us(a) = influly) — lo—y|* /y € Q.
Pour chaque 6 > 0, u®, us sont continues dans Q et u® | u* et us T u..
Pour chaque § > 0 on note Qs := {z € Q / d(z,00) > Ad}, ou A = /osc(u).

Lemme 3.2.11. Soit u : Q — R une sous-solution bornée de H,,(u) = fB™, ot 0 < f est continue
dans Q. Alors H,,(u®) > fs8" au sens de la viscosité dans Qs,, ot f5(x) = inf{f(y) / |z —y| <
AS}. De fagon similaire, si u est une sur-solution bornée, on a H,,(us) < foB", ou f°(zx) =

sup{f(y) / |z —y| < Ad}.

Démonstration. On montrera le résultat pour la sous-solution, 'autre s’en déduit de facon similaire.
Soient zg € s et g une fonction de classe C? qui touche u® en xy. Puisque u est semi-continue
supérieurement, il existe yo € B(xg, Ad) C § tel que

1
u(wo) = u(yo) — 6—2|500 - yo|2-

Alors, la fonction Q(z) = q(x — yo + x0) + |20 — yo|? touche u par au-dessus en yo. Dot

Hm(Q)(yo) = f(y0)B".
En d’autres termes, Hp,(q)(x0) > fe(x0)8™. O

Théoréme 3.2.12. Supposons que F : Q x R — RT satisfait (3.1.8). Soit o une fonction bornée
semi-continue supérieurement dans ). Alors, l'inégalité

(3.2.8) Hy(p) > F(x, )"

est vraie au sens de la viscosité si et seulement si @ est m-sousharmonique dans Q) et (3.2.8) est
vraie au sens potentiel.

Démonstration. Supposons que (3.2.8) est vraie au sens de la viscosité. Considérons la sup-convolution
de ¢ :

1
¢ (z) = sup{p(y) — sle—ul’ /yeQ}, v €9,

ot Qs :={x € Q / d(x,00) > Ad}, et la constante A > 0 est choisie telle que A% > 20scqp. Alors
5
©° L pet

(3.2.9) H,(0°) > Fs(z,0°)3", dans Qs,
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au sens de la viscosité, ot Fs(z,t) = inf|,_, <5 F'(y,1).
D’apres la proposition 3.2.10, I'inégalité (3.2.9) est vraie au sens potentiel et le résultat s’en
déduit en faisant § | 0 par continuité de H,, pour les suites décroissantes.

Réciproquement, supposons que ¢ est m-sousharmonique et (3.2.8) est vraie au sens potentiel.
D’apres le théoreme 1.3.16, il est clair que

(3.2.10) Hy (%) = Fs(z,0°)8",

au sens potentiel. En appliquant la proposition 3.2.10 avec ° au lieu de ¢, on voit que (3.2.10) est
vraie au sens de la viscosité. Comme ¢° | o et H,, est continue pour les suites décroissantes, on a

(3.2.11) Hp (%) = Hp ()
Pour chaque § > 0 fixé, on a Fs(z,¢°)(x) > Fs(x, p(z), V2. On déduit de (3.2.10) et (3.2.11) que

Hm(g&’) Z FS(xng)Bna

au sens potentiel. Le résultat s’en déduit en faisant § | 0. O

3.3 Principe de comparaison local

Dans ce paragraphe on s’inspirera de [YW10] (voir aussi [CC95]) pour démontrer le principe
de comparaison de viscosité local.

Définition 3.3.1. Une fonction u : @ — R est dite semi-concave (resp. semi-convexe) s’il existe
K > 0 (resp. K < 0) tel que pour tout zg € © il existe un polynéme quadratique P = K|z|? + 1,
ou [ est affine, qui touche u par au-dessus (resp. par au-dessous) en zg.

Définition 3.3.2. Une fonction u :  — R est dite deux fois ponctuellement différentiable en
zp € () ¢’il existe un polynéme quadratique g tel que

u(z) = q(2) + o]z — 20]*) quand z — 2.

Remarquons qu'un tel polynéme ¢ est unique s’il existe. On définit alors D?u(zg) := D?*q(z0) et
dd®u(zp) := dd®q(zo).

On aura besoin du résultat suivant connu sous le nom de théoréme d’Alexandroff-Buselman-
Feller (voir [EG92, Theorem 1, Section 6.4], ou [Kr87, Theorem 1, Section 1.2], ou [Kr87, appendix

2)).

Théoréme 3.3.3. Toute fonction semi-convexe (resp. semi-concave) sur un ouvert de R™ est deux
fois ponctuellement différentiable presque partout sur cet ouvert.

On énonce et démontre le principe de comparaison local.

Théoréme 3.3.4. Supposons que F satisfait (3.1.3). Soient u une sous-solution bornée et v une
sur-solution bornée de viscosité de l’équation

—Hp (o) + F(z,0)p" = 0.
Siu < v sur 0 alors u < v dans €.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que u < v pres du bord de 2. On va
raisonner par I'absurde. Supposons qu’il existe zy € Q tel que u(xg) — v(xg) = a > 0.

On note u, v, la sup-convolution et 'inf-convolution définies par (3.2.7). Il est clair que u€ est
semi-convexe et u. est semi-concave. D’apres le lemme de Dini, w, := v — u. > 0 prés de 0 si
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€ > 0 est suffisamment petit. Par conséquent, on peut trouver un ouvert U € € tel que w. > 0 sur
O\ U pour tout e petit.

Fixons un tel € > 0 et notons FE, le sous-ensemble de U ou les fonctions w,, u¢, v sont deux fois
ponctuellement différentiables. La mesure de Lebesgue de U \ E. est 0 d’apres le théoreme 3.3.3.
Fixons r > 0 tel que QQ C B, C Ba,.. Définissons

G (z) = sup{p(z) / ¢ est convexe dans By, ¢ < min(w,,0) dans }.

Comme w, > 0 sur OU et w(xg) < a < 0, d’aprés Pestimée d’Alexandroff-Bakelman-Pucci (ABP)
(voir [CC95], YW10) on peut trouver z, € E. tel que

(i) we(ze) = Ge(ze) < 0,

(ii) G. est deux fois ponctuellement différentiable en z. et detg(D?*Ge(z)) > d, o § > 0 ne
dépend que de a,n et diam(€2).

Puisque G, est convexe, on a également que detc(dd°G.)(z.) > §'/2. D’apres I'inégalité de
Garding’s [Gab9] on a

(dd°G)™ A B () > 616",

ou §; ne dépend pas de €. Par ailleurs,
Hp,(u)(ze) > Fe(e, u(z)) 8",

Or, G¢ + u® touche v, par en-dessous en x.. Puisque G, 4+ u® est m-sousharmonique et deux fois
ponctuellement différentiable en x., on a

Hu(Ge + uf)(@e) < F (e, ve(xe)) "
Comme F(x,t) est croissante en t et we(x.) < 0, les inégalités ci-dessus impliquent que
G2 + Fe(@e,u(xe)) < F (e, u(xc)).

Quitte a extraire une sous suite, en faisant ¢ — 0 on obtient une contradiction. O

3.4 Cas des variétés homogenes
Dans ce paragraphe, on étudie solutions de viscosité de 1’équation
(3.4.1) — (w4 dd°Q)" Aw" ™™ + F(z,0)w" =0,

o (X, w) satisfait aux conditions (H1), (H2), (H3); et F(z,t) est une fonction continue sur X x R.

3.4.1 Solutions de viscosité vs solutions potentielles

On définit les sous-solutions et sur-solutions de viscosité de fagon similaire que dans le cas local.
On les compare avec les (sous, sur) solutions potentielles dans les deux résultats suivants.

Proposition 3.4.1. Supposons que w est kihler et ¢ est une fonction continue sur X. Alors, ¢
est (w, m)-sh si et seulement si

(3.4.2) (w+dd°e)™ AW"™™ >0
au sens de la viscosité.

Démonstration. Supposons que ¢ est (w, m)-sh. Soit . la suite régularisante de ¢ définie par
(2.5.2) . Alors . est lisse et (w,m)-sh sur X. Elle satisfait donc & I'inégalité différentielle

(w+ddp)™ AW~ >0
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au sens classique sur X et donc au sens de la viscosité. La méme preuve que celle du lemme 3.2.6
nous donne que (3.4.2) est également satisfaite au sens de la viscosité. Ici, la situation est plus
facile car la convergence est uniforme.

Supposons maintenant que ¢ satisfait (3.4.2) au sens de la viscosité. Fixons a = a1 A... Ay -1,
ou «; sont des (1,1)-formes (w, m)-positives fermées. D’apres I'inégalité de Garding,

(wHdd°p) Na AW ™ >0

au sens de la viscosité. Grace a [HKM93, Corollary 7.20] les mémes arguments que dans [Hor94,
page 147] montrent que I'inégalité ci-dessus est vraie au sens faible des courants. Donc, ¢ est
(w, m)-sh. O

Théoréme 3.4.2. Supposons que w est kdhler, F(x,t) est une fonction continue, et ¢ € C(X).
Alors, ¢ est (w,m)-sh et satisfait

(3.4.3) (w+dd°e)™ ANw"™™ > F(z, o)™
au sens potentiel ssi l'inégalité ci-dessus est vraie au sens de la viscosité.

Démonstration. Posons
f(2) = F(z,9(x)), =€ X.

Supposons que ¢ satisfait (3.4.3) au sens potentiel. Soient zg € X et ¢ € C3(U) qui touche ¢
par au-dessus en o dans U, un petit voisinage de xy. Supposons par I'absurde que

(w+ddq)™ ANw"™™ < fw”
en xg. Alors pour € > 0 suffisamment petit,
(w4 ddqe)™ A" < fu"

dans une petite boule B contenant xg. Ici, ¢ = ¢ + €|z — zo|? est définie dans une carte locale
centrée en xg. Puisque ¢ touche ¢ par au-dessus en xy dans B, on peut trouver § > 0 suffisamment
petit tel que ge —d > ¢ sur 9B. Cependant ¢.(xg) — 9 < p(xg) contredit le principe de comparaison
potentiel. En fait, on peut appliquer le corollaire 1.3.14 avec 8 = w et 2 = B car ¢ est continue et
sa mesure de hessienne est bien définie et de plus g — d est de classe C2.

Maintenant, supposons que ¢ satisfait (3.4.3) au sens de la viscosité. D’apres la proposition
3.4.1, ¢ est (w, m)-sh.
On considére deux cas.

Cas 1 : F ne dépend pas de la deuxiéme variable. On note f(z) = F(x,0) pour z € X.

Supposons tout d’abord que f > 0. R
Fixons f une fonction lisse strictement positive sur X et f < f. Alors ¢ vérifie

(w~+ dd°p)™ Aw™™™ > fuw
au sens de la viscosié. Fixons & = a1 A ... A 1, Ol a; sont des (1,1)-forms lisses strictement
(w, m)-positives fermées. Posons

af AW = hiw", j=1.m — 1.

D’apres 'inégalité de Garding’s on voit que

(3.4.4) (w+dd°Q) NaAw™™™ > hi/m...h,ly{ﬁzlfl/mw",
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au sens de la viscosité. Comme dans la preuve de la proposition 3.4.1 'inégalité ci-dessus est vraie
au sens potentiel. Soit ¢, la suite régularisante de ¢ définie par (2.5.2). On affirme que

(w+ddp) Na AW > h}/m...hin/ﬂ(fl/m)ewna

au sens classique i.e. ponctuellement sur X. En effet, d’apres (3.4.4)), on a
(WHdd°pe) Na AW = / Ly ((w +ddp) NLyra A w”_m)xg(g)dg
K

> /52(5}1(hi/m---hiﬁl)fl/m)xe(g)dg
K
= By Rl (Y
En choisissant a; = (w + dd°¢.), j =1,...,m — 1 il s’en suit que
(w +ddctpe)m Awn~™ > ((fl/m)ﬁ)mwn

En faisant € | 0 on obtient ~
(W+ddp)™ AW > fw",

au sens potentiel. Comme f < ¢ a été choisie arbitrairement, on a
(W+dd°p)™ AW > fw",

au sens potentiel.
Si 0 < f est continue, considérons ¢; := (1 — t)p + t1 olt ¥ est une fonction lisse strictement
(w,m)-sh et 0 < ¢ < 1. Alors pour chaque ¢ € (0,1) fixé, ¢, vérifie

(3.4.5) (wHddp)™ A" > fiw”,
au sens de la viscosité, ou f; est continue, strictement positive, et donnée par la formule suivante :

(w+dd°y)™ Awn™™
wn '

fr=(@=t)"f +t™
On peut donc appliquer les arguments précédents pour montrer que ¢; vérifie (3.4.5) au sens
potentiel. Il suffit maintenant de faire ¢ | 0.

Cas 2 : I dépend de la deuxiéme variable. Comme ¢ est continue, la fonction f : X — R,
f(x) = F(x,p(x)) est continue. On peut appliquer le cas 1. La preuve est donc compléte.

O
3.4.2 Principe de comparaison global.

Dans ce paragraphe, on établit le principe de comparaison global pour (3.4.1). On suppose de
plus que F' est strictement croissante en t.

Soient u une sous-solution et v une sur-solution de (3.4.1). On construit une distance d sur K
telle que d? : K x K — R* est lisse. Considérons la sup-convolution et I'inf-convolution définies
comme suit

(3.4.6) u®(z) := sup {u(gac) - 6l2d2(g,e) / g€ K},
et

(3.4.7) ve(z) := inf {v(g.:r) + 6l2d2(g, e)/ ge€ K}
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Lemme 3.4.3. Fizons xo € X et considérons des coordonnées locales z : @ — B(0,2), ot Q est
un petit voisinage ouvert de xg et B est la boule euclidienne de rayon 2 dans C™. Alors u€, v, lues
dans cette carte sont des fonctions semi-convexe et semi-concave respectivement. En particulier,
elles sont deux fois ponctuellement différentiables presque partout dans B(0,1).

Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat pour u€. Considérons une section lisse s : Q@ — K
i.e telle que 7o s(x) = x, Vo € 2, ou 7 est la projection de K sur X.
Pour alléger la notation on identifie un point dans € avec son image dans B(0,2). Considérons

p(z) = u(z) + Clz|?, = € B(0,2),

ou C' > 0 est une constante a préciser ultérieurement.
On affirme que pour chaque z € B(0,1) il existe § > 0 tel que

p(x + h) + p(z — h) > 2p(x), Vh € C*",|h| < 6.

Il est bien connu que cette propriété entraine la convexité de p.
Montrons laffirmation. Soit xg € B(0, 1) et yo = go.xo tel que

(3.48) u(20) = ulyo) — (0.,

En considérant € > 0 assez petit on peut supposer que yo € B(0,3/2). Pour h € C™ assez petit tel
que xo + h,zo — h € B(0,1), posons

0(h) := go.s(wo).s(xo +h) "L

Alors, il est facile de voir que 0(h).(xg + h) = yo. Par définition de u® on obtient

(3.4.9) u(zo + h) > ulyo) — édQ(H(h), e),
et
(3.4.10) (20 — h) > u(yo) — édQ(G(—h), ).

D’apres (3.4.8), (3.4.9) et (3.4.10) on obtient
w (o + h) + u (w0 — h) — 2uc(xo) > —eig (dQ(G(h), e) + d2(6(—h),e) — 2d2(6(0), e)).

Puisque s est lisse et K est compact on peut choisir C' > 0 suffisamment grande (qui ne dépend
pas de xg) telle que pour tout h € C™ petit,

u(xo + h) +u(xo — h) — 2u(xg) > —2C|h|%,

L’affirmation est justifiée. La derniére affirmation dans le lemme 3.4.3 résulte du théoréme de
Alexandroff-Buselman-Feller (théoréme 3.3.3). O

Lemme 3.4.4. La fonction u® est une sous-solution de
(3.4.11) — (w4 ddu)™ Aw" ™™ 4+ Fe(x,u)w™ = 0,

ot
F.(z,t) := inf {F(g.ac,t) | g€ K,d(g,e) < osc(u)e}.

De facon similaire, ve est une sur-solution de
(3.4.12) — (w4 ddu)™ Aw™ ™™ 4+ Fé(z,u)w™ = 0,

ot
F¢(z,t) :=sup {F(g.z,t) |g € K,d(g,e) < Osc(v)e}.
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Démonstration. 11 suffit de démontrer la premiere conclusion car I'autre se fait de la méme fagon.
Soit ¢ une fonction de classe C? dans un voisinage de xo € X qui touche u¢ par au-dessus en .
Soit gg € K tel que

1
u(wo) = u(go-zo) — 6—2d2(goa€)-

Considérons la fonction @) définie par

_ 1
Q) = qlgo ' ®) + 5d*(g0,¢)-
Alors @ touche u par au-dessus en go.zg. La fonction u étant une sous-solution de (3.4.1), on a
(w4 dd°Q)™ ANwW"™™ > F(z,Q)w", en go.xzo.
Il est important de noter que £} w = w, on obtient alors
(w—+dd°q)™ ANw™™™ > F(go.xo, q(x0))w", en x.

Par définition de u* on sait que u(20) = u(go.z0) — % d*(go, ) > u(zo). Donc, d(go, €) < €1/osc(u),
d’ou le résultat. O

Maintenant, on énonce et démontre un principe de comparaison global. Le fait que la forme w
soit invariante par l'action de K nous permet d’adapter la preuve du théoreme 3.3.4 & ce cas.

Théoréme 3.4.5. Soit u une sous-solution bornée et v une sur-solution bornée de l’équation
—(w+dde)" Aw" ™™ 4+ F(z, p)w™ =0,

ot 0 < F(z,t) est une fonction continue sur X x R et strictement croissante en t. Alors u < v sur
X.

Démonstration. Considérons la sup-convolution et inf-convolution de u,v définies par (3.4.6) et
(3.4.7) respectivement. Ces fonctions, lues dans une carte locale, sont des fonctions semi-convexes
et semi-concaves respectivement. Elles sont donc deux fois ponctuellement différentiables presque
partout sur X. Pour chaque € > 0, soit x. un point ou u¢ — v, atteint son maximum sur X.

On traite tout d’abord le cas ou uf, ve sont deux fois ponctuellement différentiables au point
z.. Dans ce cas, d’apres le principe du maximum classique, on a

ddu® < ddv. en z..
Comme la forme (w + dd°u®) est (w, m)-positive en z, le lemme 3.4.4 nous donne
(w+ddu )™ Aw™™™ < (w4 ddve)™ Aw™ ™ en ..
Par conséquent,
(3.4.13) Fo(ze,u(xe) < F(xe,ve(xe)).

On peut supposer que z. — xo € X. Quitte & passer & une sous suite (deux fois) on peut trouver
une suite €; | 0 telle que

Fe, (e, u (x;)) et F9(xe;,ve, (2c;))

convergent quand j — +o0o. On en déduit, en appliquant (3.4.13), que

F(zo,liminf u® (z,)) < F(xo, limsup v, (2, ))-
J J
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Comme F est strictement croissante en ¢, on déduit que
(3.4.14) lim inf u (z,) < limsup v, (., ).
Puisque u€ | u et ve T v, on a

Sup(u - U) S Sup(uej - ’U€j) = U’ﬁj (‘/I"Gj) - Uﬁj (:CE]')'
X X

Par conséquent, (3.4.14) implique que supy (u —v) < 0.

Maintenant, si u, v ne sont pas deux fois ponctuellement différentiables en x. pour un ¢ > 0
fixé, on proceéde comme dans [EGZ11] pour montrer que (3.4.13) est encore vraie. Considérons une
carte locale centrée en z.. Pour alléger la notation, on identifie un point dans un voisinage de x.
avec son image dans C". Pour chaque k € N*, la fonction semi-convexe u¢ — v, — 5 |2 — z||? atteint
son maximum strict en z.. D’apres le lemme de Jensen ([Jen88]; voir aussi [CIL92, Lemma A.3,
page 60]), il existe (px) et (zx)qui convergent vers 0 et z. respectivement telles que les fonctions
u®, v sont deux fois ponctuellement différentiables en xj et la fonction

Ut — e Iz = @el|* = (pr, @)

2%
atteint son maximum local en x;. On obtient alors
dd®uf < ddve + O(1/k)w en zy.
Comme v, est deux fois ponctuellement différentiables en zj et u® est (w, m)-sh, on obtient
(w4 ddu )™ Aw" ™™ < (w4 ddve)™ Aw" T+ O(1/k)w™ en xy.
Ceci avec (3.4.11) et (3.4.12) nous donnent
Fe(yr, u(yk)) < F(yr, ve(yr)) + O(1/k).

En faisant k¥ — +o00, on obtient (3.4.14), ce qui achéve la preuve. o

3.5 Preuve des résultats principaux

3.5.1 Preuve du théoréme 3.1.1

On note F la famille de sous-solutions de (3.1.1) qui ne sont pas plus grandes que v. On définit
p:=sup{w / w € F}.

D’apres le lemme de Choquet ¢* = (limsupw,)* ol w; est une suite dans F. D’apres le lemme
3.2.6, ¢* est une sous-solution de (3.1.1).

On affirme que @, est une sur-solution de (3.1.1). Supposons que ¢, n’est pas une sur-solution
de (3.1.1). Alors il existe 2o € Q et ¢ € C?({zo}) tels que ¢ touche o, par en-dessous en x¢ mais

Hy(q)(z0) > F(x0,q(x0)) 8"

D’apres la continuité de F', on peut trouver 0 < § << ¢, et r > 0 suffisamment petit (tel que
q < ¢, dans B(zg,)) de sorte que la fonction Q = Q.5 := ¢ + & — €|z — mo|* vérifie

H,,(Q)(x) > F(z,Q(x))p", Y € B = B(xo,r).

Définissons ¢ = ¢ en dehors de B et ¢ = max(p, Q) dans B. Comme @ < ¢ prés de 9B, on voit
que ¢ est une sous-solution de (3.1.1) dans Q. Choisissons (z;) une suite dans B qui converge vers
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xo telle que @(z;) — @«(x0). Alors Q(z;) — p(x;) = Q(zo) — fu(xo) = d > 0. Donc ¢ # ¢, qui est
une contradiction.

Conclusion : D’apres ce qui précedent on sait que @, est une sur-solution et ¢* est une sous-
solution. Par I'hypothése on a également g = u, < @, < * < v* = g sur 0f2. Pour cette raison,
le principe de comparaison nous donne ¢ = @, = ¢*, elle est donc une solution de viscosité de
(3.1.1).

Reste & montrer que ¢ est une solution potentielle de (3.1.1). D’apres le théoréme 3.2.12 on sait
que Hy,(p) > F(z,)B™ au sens potentiel. Fixons B = B(xzg,r) C € une petite boule dans Q. Grace
a [DK11, Theorem 2.10] on peut résoudre le probléme de Dirichlet pour trouver ¢ € P,,,(B)NC(B)
avec la valeur au bord ¢ telle que

H,,(¢) = F(z,¢)8", dans B.

D’aprés le principe de comparaison (potentiel), ¢ < ¢ dans B. Introduisons ¥ qui est égale a 1)
dans B et ¢ en dehors de B. Posons G(x) = F(z,¢(x)),z € Q. 1l est facile de voir que 1 est une
solution de viscosité de

—(ddu)™ AT+ GB™ = 0.

D’apres le principe de comparaison (de viscosité) on déduit que 1& < ¢ dans €2, qui implique que
@ =1 dans B. D’ou le résultat.

3.5.2 Preuve du théoréme 3.1.2

Soit ¢ l'unique solution de viscosité de (3.1.1) obtenue par le théoréme 3.1.1. Puisque u,v €

Lip, (Q2) et F satisfait (3.1.4), on peut trouver C' > 0 tel que
sup_(Ju(z) = u(®)|” + Jo(@) —v(y)|*) < Clz — g7,
z,yeN

et
sup sup [F'/™(x,t) — FY/™(y,6)|* < Clz — |7,
[t|<M z,y€Q

ott M > 0 est tel que |¢| < M, sur Q. B
Fixons R > 0 tel que  C B(0, R). Définissons 1) :  — R par

bi) = 3:g{w<y>+c|z—ym|x| - R -1},

Etape 1 : Montrons que v est y-Ho6ldérienne. Fixons x;,x2 € Q, et y1, y2 les points de Q ot
les maximums de ¥ (z1) et 1(x2) sont atteints respectivement. Des calculs simples nous donnent

P(a1) = P(x2) > Clay — yo| (|21 ]* = R® = 1) = Clay — yo|"(J22|* — R* = 1)
= C(Joaf? = R = 1)(Jo1 — pal” — |2 — ") + Claz — o (foa * — |2l?)
> C(|z1]* = R? = 1)[x1 — z2|” + Claa — yol " (J21]? — [a2[*) > —C'|ar1 — 22|,
ot C' > 0 ne dépend que de C, R. De facon similaire, on a
Y(@1) — Y(x2) < C'zy — 22|
Les inégalités ci-dessus montrent que 1 est v-Holdérienne dans €.

Etape 2 : Montrons que ¢ est une sous-solution de (3.1.1). Soient zg € Q et ¢ € C*({wo})
qui touche 1) par au-dessus en xy. Prenons yg € ) tel que

Y(wo) = @(yo) + Clzo — yo|” (lzo|* — R* — 1).
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Si yo € 0N alors p(yo) = u(yo), donc

0 > Clzo—yol (lzol> — R?) = ¥(20) — ¢(y0) + Clwo — yo|”
> u(xo) — u(yo) + Clzo — yo|” > 0.

Par conséquent, on obtient ¢(xg) = ¥ (xp) et le résultat se déduit car ¢ est une sous-solution de
(3.1.1). 1l reste a traiter le cas ou yp € Q. La fonction @, définie dans un petit voisinage de yo par

Q) = g(w + 0 — yo) — Clao — yol (J + w0 — yol* — B2~ 1),

touche ¢ par au-dessus en yo. Puisque ¢ est une sous-solution de (3.1.1), on a
Sim (ddQ(y0)) = F™ (30, Qyo)).

D’apres la concavité de §:n/ " on obtient

Y

FY™(yo, Qo)) + Clzo — ol

= FY™(y0,(x0)) + Clzo — yol”
Z Fl/m(-rOaSD(‘TO))a

Si{ (ddvg(ao) )

ce qui implique que 1) est une sous-solution de (3.1.1). II est clair que ¢ < 1 et pour chaque
x € 0Ny € Q,

p(y) = Cloz —y[" <wly) = Cle —y|” <o(z) = g(z).

Done, ¥ = g sur 992. Comme ¢ est maximale, on obtient ¢ = 1, ce qui implique que ¢ est
~v-Héldérienne.

3.5.3 Preuve du théoréme 3.1.3

Supposons tout d’abord que (2 est strictement m-pseudoconvexe. Soit p une fonction strictement
m-sousharmonique, lisse dans un voisinage de Q telle que p = 0 sur 9€2. On résout le probléme de
Dirichlet pour trouver une fonction harmonique h dans Q telle que h = g sur Q. Elle est donc une
sur-solution continue de (3.1.1). D’apres [DK11, Theorem 2.10], il existe ¢ € SH, () telle que
H,, () =0 dans Q et ¢ = g au bord de Q. Pour A >> 1 suffisamment grand, la fonction Ap + v
est une sous-solution continue de (3.1.1). D’apres le théoréme 3.1.1, il existe une unique solution

de viscosité de (3.1.1).

_ Maintenant, supposons que €2 est strictement pseudoconvexe et g est (27)-Holdérienne dans
Q. La fonction harmonique h est donc y-Holdérienne. D’apres [BT76], il existe une fonction ¢ €

Lip, (©2) plurisousharmonique dans 2 qui est égale a g au bord. Il suffit d’utiliser le théoréme 3.1.2.

Remarque 3.5.1. Si ) est strictement m-pseudoconvexe et g € Lipg,y((?Q), on espere que la

solution est y-Holdérienne. Le probleme est de construire une sous-solution y-Héldérienne sur §2
avec valeurs au bord g.

3.5.4 Preuve du théoréme 3.1.5

D’apres (3.1.5), u = to est une sous-solution et v = t; est une sur-solution de (3.4.1). Le principe
de comparaison global (théoréme 3.4.5) nous permet de répéter la preuve du théoreme 3.1.1 pour
démontrer le théoreme 3.1.5.
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Proposition 3.5.2. Si w est kdhlérienne, la solution de viscosité obtenue par le théoréme 3.1.5
est ausst une solution potentielle.

Démonstration. Par continuité, on peut trouver to € R tel que fX F(z,to)w™ = fX w™. D’apres le
théoreme 2.1.1, (3.4.1) admet une solution potentielle, i.e. il existe ) € Pp, (X, w) NC(X) telle que

Hp () = F(z,)w",

au sens du potentiel. Montrons que 1 est aussi une solution de viscosité. D’apres le théoreme
3.4.2, 1 est une sous-solution de viscosité de (3.4.1). Supposons que 1 n’est pas une sur-solution
de viscosité de (3.4.1). Alors il existe 7o € X, ¢ € C3(V) (ou V est un petit voisinage de zo) qui
touche v par au-dessous en zq tels que

Hyn(q)(z0) > F(xo, ¥ (20))w" (20)-
Par continuité, il existe » > 0 tel que
Hp(qe) > F(x,)w",

dans B(zg,7), ol g = q — €|z — xg|? + €.r%. On a q. < 9 au bord de B(xg,r) mais g.(zo) > 1 (z0)
et
Hy(qe) > Him(9),

dans B(zg,r). Cela est en contradiction avec le principe de comparaison potentiel comme dans la
preuve du théoréme 3.4.2. O

Remarque 3.5.3. Si w n’est pas fermée, le probleme est délicate.

On termine ce chapitre en donnant un exemple de variété hermitienne compacte homogene
vérifiant (H1), (H2), (H3) qui n’est pas kihlérienne. Cet exemple nous a été communiqué par Karl
Oeljeklaus que nous remercions.

Exemple 3.5.4. Considérons G = SL(3,C), K = SU(3,C) et

ev z 29

H= 0 e z3 /w,zl,22,23€(c
0 0 efwfiw

Alors G est un groupe de Lie complexe et H est un sous groupe complexe fermé. L’espace X = G/H
est muni d’une structure complexe. Elle est une variété hermitienne compacte.

Il est clair que K agit transitivement et librement sur X. En prenant une métrique hermitienne
et en faisant la moyenne par la mesure de Haar de K, on obtient une autre métrique hermitienne
w qui est invariante par K.

Montrons que X n’est pas kdhlérienne. Soit N = Ng(H) le normalisateur de H (qui est
connexe). Il est facile de voir que N est le groupe des matrices triangulaires supérieures de
déterminant 1.

)\1 Z1 z9
N = 0 Ao z3 /Zl,ZQ,ZgE(C; )\1,)\26(@*
0 0 ()\1.)\2)71

Supposons que X est kdhlérienne. D’apres [BR62] (voir aussi [BN90]) le fibre F' = N/H du fibré
de Tits
m:G/H — G/N

est un tore complexe compact et ce fibré est holomorphiquement trivial. On en déduit que mq (X)
est non trivial, ce qui est en contradiction avec le fait que X est simplement connexe.
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